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que ses très bons goûts musicaux.
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maniement d’une batterie. Il m’a tout simplement appris à apprendre, de la manière la plus
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V.1. Interférence dans l’algorithme de Shor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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2. Statistique de l’interférence dans les algorithmes quantiques 15

I. Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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III.2. Unitarité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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Avant-propos

On peut considérer que l’un des derniers paradigmes proposés en Physique est celui engendré
par le mariage entre la théorie de l’information et la mécanique quantique. La discipline qui
en résulte est maintenant connue sous le nom d’information quantique, le domaine du cal-
cul quantique étant une de ses variantes principales. En effet, bien qu’étant encore toute jeune,
cette discipline laisse entrevoir de nombreuses perspectives intéressantes : la téléportation quan-
tique bien qu’issue d’idées théoriques récentes, a déjà reçu plusieurs vérifications expérimentales
[Zei97]. Dans la même veine, des dispositifs commerciaux utilisant la cryptographie quantique,
commencent à être testé pour assurer la sécurité de transactions bancaires. Les idées de l’in-
formation quantique sont aussi utilisées dans d’autres domaines de la Physique. Par exemple,
le problème de la conservation de l’information dans les trous noirs, semble se résoudre dans
le cadre de l’information quantique [SL04]. Certains physiciens vont même jusqu’à évoquer la
reformulation de l’ensemble des lois de la Physique dans un formalisme où le concept d’infor-
mation est celui qui serait le plus fondamental [Ste98], sans oublier les nouvelles questions que
pose le domaine aux mathématiques pures.

Cependant, parmi toutes les attentes et tous les espoirs de cette jeune discipline, la construc-
tion d’un ordinateur quantique reste la plus populaire au vu de sa rapidité de calcul potentielle
comparée à son homologue classique.

Il est donc tout à fait naturel de chercher à comprendre pourquoi dans certaines mesures,
la nature quantique de notre monde semble résoudre certains problèmes computationnels de
manière plus efficace qu’elle le ferait classiquement. Alors dans ce cas, où faut-il chercher ?
L’information quantique étant le mariage de deux disciplines, la logique première est d’identi-
fier quels sont les concepts propres de la théorie. Parmi ces concepts, le plus étudié est celui de
l’intrication. Il est maintenant admis dans la communauté que l’intrication est une ressource es-
sentielle de l’information quantique [JL03]. L’autre concept important, typiquement quantique,
mais qui est beaucoup moins étudié cependant est l’interférence quantique. L’interférence quan-
tique est la capacité qu’a un processus quantique à favoriser des états classiquement défavorisés
et vice-versa. Dans ce sens l’interférence est la propriété quantique qui modifie le flot d’infor-
mation classique. L’étude d’un des aspects de l’interférence est le sujet central de cette thèse.

Dans le premier chapitre, nous rappellerons quelques propriétés de l’interférence dans le
cadre général de la Physique puis dans le cadre plus ciblé de l’information quantique. Nous
définirons de manière succincte l’information quantique et le calcul quantique. Nous introdui-
rons une mesure de l’interférence adaptée à l’étude des algorithmes quantiques et passerons en
revue plusieurs résultats la concernant. Dans le deuxième chapitre, nous nous intéresserons au
comportement statistique de l’interférence lors de processus unitaires, puis dans le troisième
chapitre nous nous intéresserons à la manière dont est modifié ce comportement en présence
de décohérence. Les réponses obtenues dans ces deux chapitres amèneront bien sûr d’autres
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questions, en particulier des questions concernant un des outils utilisés, celui de le théorie des
matrices aléatoires. Ainsi dans le quatrième chapitre nous nous intéresserons au liens existant
entre les circuits quantiques aléatoires et les matrices aléatoires, et dans quels sens l’équivalence
entre ces deux types d’entités peut se révéler utile pour produire de manière efficace des en-
sembles de matrices aléatoires.
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Chapitre 1
L’interférence comme une ressource de

l’information quantique

I. L’interférence en physique

La première équation qui apparâıtra dans cette thèse est sûrement aussi simple quelle est
peu intuitive à première vue :

lumière + lumière = nuit

Elle porte l’essence même du concept d’interférence tel qui l’est apparu au XVIIIème siècle
avec les premières expériences d’optiques qui ont mises en évidence le caractère ondulatoire
de la lumière. L’idée principale contenue dans cette équation est celle-ci : Les intensités lumi-
neuse ne s’ajoutes pas simplement de manière algébrique. Cette remarque permet d’en déduire
que la lumière ne peut pas être entièrement décrite par son intensité et qu’un autre concept
indépendant, la phase, doit être pris en compte.
L’interférence en optique a permis la mise au point de technique telle l’holographie. Récemment

encore, une expérience d’optique utilisant des impulsions laser femtosecondes a permis d’implémenter
le calcul d’une somme de Gauss et de ce fait de factoriser des entiers grâce au phénomène d’in-
terférence [BCSG08].
Dans le cadre de la mécanique quantique, le concept d’interférence est intimement lié à

celui de superposition d’états representés par des amplitude de probabilité. En fait, il permet
d’affirmer qu’un état quantique dans une superposition cohérente est physiquement discernable
d’un mélange statistique. L’exemple qui suit permet de bien appréhender cela : soient trois
sources (par exemple des canons qui émettent des électrons) d’états quantiques bien définis et
distincts : dans une certaine base orthogonale (reliée à la mesure dans le sens où chaque état
de la base peut être parfaitement distingué des autres) ces états s’écrivent respectivement.

|ψ+〉 = 1√
2
(|a〉+ |b〉) (1.1)

|ψ−〉 = 1√
2
(|a〉 − |b〉) (1.2)

|ψs〉 = |a〉 ou |b〉 avec une probabilité
1

2
(1.3)

Les deux premiers canons produisent donc chacun des superpositions cohérentes tandis que le
troisième produit un mélange statistique. Pour ces trois type d’états, la probabilité de faire

1



CHAPITRE 1. L’INTERFÉRENCE COMME UNE RESSOURCE DE

L’INFORMATION QUANTIQUE

une mesure de l’état |a〉 est 1
2
. De ce fait une mesure projective directe ne permet pas de les

distinguer. Comment faire si les étiquettes indiquant la nature des états produits par les canons
ont été égarées ? La capacité qu’ont les états quantiques à interférer peut être utilisée, ceci en
appliquent une même transformation unitaire sur chacun de ces états. Physiquement cela peut
se traduire par l’évolution temporelle du système sous un certain hamiltonien H pendant un
temps t et dans ce cas la transformation unitaire est U = exp(−i~Ht). Pour notre exemple
considérons une transformation unitaire précise, celle donnée par la matrice :

1√
2

(

1 1
1 −1

)

Appliquée sur les états précédemment définis, juste avant la mesure, cette transformation per-
met de discriminer les états et de remettre la bonne étiquette sur chaque canon : les probabilités
de mesure de la composante |a〉 pour les états |ψ+〉, |ψ−〉 et |ψs〉 seront respectivement 0,1 et
1
2
. Cette expérience est l’analogue d’une expérience d’optique de type fentes de Young. Ici le

rôle joué par l’état |ψ+〉 correspond au chemin d’interférence constructive qui se traduit par
une frange brillante sur l’écran. L’état |ψ−〉 correspond au chemin d’interférence destructive
engendrant une frange sombre. L’état |ψs〉 correspond au cas de deux sources incohérentes qui
n’amènent aucun motif d’interférence. Quant à l’opérateur d’évolution U , il traduit le rôle de
la propagation des ondes lumineuses et de leur superposition cohérente sur l’écran.

II. Théorie de l’information quantique

Dans la théorie classique de l’information, il existe une dualité entre d’une part les concepts
mathématiques de la théorie et d’autre part leur représentation physique. Suivant la formulation
de Landauer l’ information est physique. Même si cela peut parâıtre trivial, le concept de bit
n’émerge que parce qu’il est possible de le représenter concrètement par une boite contenant soit
une boule ou non, par un chat qu’il soit vivant ou mort ou plus sérieusement par un condensateur
chargé ou non. De la même manière, un processus informationnel, une communication ou un
calcul par exemple, se matérialise sous la forme d’un processus physique mettant en jeu des
quantités bien définies telles que l’énergie ou l’entropie. Ainsi le monde physique impose ses
propres contraintes. Les meilleurs exemples de telles contraintes sont la limitation par c de
la vitesse de transport de l’information, ainsi que le principe de Landauer qui énonce que
l’effacement d’un bit d’information à un coup entropique valant kB ln 2.
Les idées de l’information quantique peuvent être introduites de la même manière que les

principes de la mécanique quantique par les trois points suivants :
1 L’information quantique est contenue dans un état quantique.
2 La mesure modifie l’information quantique et donne des résultats probabilistes.
3 Un processus informationnel se traduit par une évolution unitaire.

II.1. Bits quantiques

Le premier point permet d’introduire le concept de bit quantique, plus communément appelé
quantum bit ou qubit : pour ce faire il suffit de démarrer avec la notion de bit de l’information
classique, c’est à dire avec un système à 2 états (nommés communément 0 et 1) puis de le
traiter de manière quantique. Son état physique |q〉 est maintenant décrit par un vecteur dans
un espace de Hilbert H2 de dimension 2. Dans le cas général ce vecteur s’écrit comme une
combinaison linéaire de 2 états orthogonaux, pouvant donc être parfaitement distingués l’un de
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II. THÉORIE DE L’INFORMATION QUANTIQUE

Figure 1.1.: Représentation géométrique de l’état d’un bit quantique sur la sphère de Bloch
(Source : Wikimedia Commons).

l’autre lors d’un processus de mesure approprié. Ces états de base sont notés |0〉 et |1〉 et ainsi
l’état d’un qubit s’écrit :

|q〉 = a0|0〉+ a1|1〉 avec a0, a1 ∈ C tels que |a0|2 + |a1|2 = 1 (1.4)

Rappelons qu’en mécanique quantique, pour toute transformation U(1) effectuée sur le vecteur
d’état, la Physique reste équivalente. Ainsi pour une phase globale γ les état |q〉 et eiγ|q〉
représente le même état physique. De ce fait il est commun de réécrire l’état (1.4) sous la forme

|q〉 = cos

(

θ

2

)

|0〉+ eiφ sin

(

θ

2

)

|1〉 (1.5)

où θ ∈ [0, π[ et φ ∈ [0, 2π[ est la phase relative. Cette paramétrisation incluant la normalisation
et l’invariance U(1) est ce que l’on appelle communément la paramétrisation de Bloch menant
à la visualisation géométrique de l’état d’un qubit par la sphère de Bloch representée sur la
figure (1.1). Sur cette sphère deux états orthogonaux entre eux sont représentés par des points
antipodaux (comme par exemple les états |0〉 et |1〉), c’est à dire représenté par des vecteurs
colinéaires dans l’espace tridimensionnel R3 qui porte la sphère de Bloch. L’état d’un système
global contenant nq sous-systèmes à 2 états, c’est à dire nq qubits, vit dans un espace de
Hilbert de dimension 2nq qui est le produit tensoriel des nq espaces de Hilbert de dimensions 2
correspondant à chaque qubit individuel. Cet ensemble de qubits constitue un registre quantique
ou une mémoire quantique. De la même manière que l’état d’un qubit individuel, l’état le plus
général d’un registre quantique s’écrit comme une combinaison linéaire à 2nq composantes :

|qnq
〉 =

∑

ai1i2...inq
|i1i2...inq

〉 avec les ai1...inq
∈ C tels que

∑

|ai1...inq
|2 = 1 (1.6)

Dans cette expression les sommes portent sur l’ensemble des indices ik = {0, 1}. Les vecteurs
|i1i2...inq

〉 forment une base très utilisée en information quantique nommée la base computa-
tionnelle. Ces vecteurs sont obtenus comme produits tensoriels ordonnés des vecteurs de base
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de chaque qubits et la notation doit se comprendre comme |i1i2...inq
〉 = |i1〉 ⊗ |i2〉 ⊗ ...⊗ |inq

〉.
Par exemple l’état d’un registre à 2 qubits s’écrit avec les 4 états de base |00〉, |01〉, |10〉 et
|11〉. L’écriture binaire permet de mieux comprendre l’appellation computationnelle pour cette
base puisqu’en définitive elle permet d’écrire l’état d’un registre quantique à nq qubits, comme
une superposition cohérente de l’ensemble des nombres entiers entre 0 et 2nq − 1. Notons que
l’obtention d’une généralisation de la paramétrisation de Bloch s’amenuise avec le nombre de
qubits. Il existe cependant des travaux pour 2 et 3 qubits basés sur la fibration de Hopf des
sphères S5 et S7 [MD01].

II.2. Mesure de l’information quantique et lien avec l’information

classique

Le deuxième point concerne la mesure de l’information quantique. Imaginons qu’un expérimenta-
teur possède un moyen de fabriquer une multitude de qubits dans le même état (1.4). En me-
surant l’état d’un de ces qubits, par exemple dans la base {|0〉, |1〉}, l’expérimentateur récupère
l’information ≪ mesure dans l’état |0〉 ≫ avec une probabilité p0 = |a0|2 et l’information ≪ me-
sure dans l’état |1〉 ≫ avec une probabilité p1 = |a1|2, l’état du qubit après la mesure devenant
certain (respectivement |0〉 et |1〉). En d’autres termes, pour une mesure unique l’observateur
récupère un bit aléatoire, c’est à dire de l’information classique. En réalisant une série de me-
sures équivalentes à la précédente, l’observateur peux reconstruire les probabilités p0 et p1 et
ainsi récupérer la valeur des modules de α et β. Tout ceci n’est que transposition de la mesure
quantique avec la langage de l’information quantique.
Une chose intéressante que peut faire l’expérimentateur, c’est de faire la mesure dans une

autre base que la base computationnelle (donc ici dans la base {|0〉, |1〉}). C’est typiquement le
genre de procédure qu’il doit utiliser s’il veut récupérer l’information de la phase relative qui
est perdue lors de la procédure précédemment décrite. Par exemple une mesure dans la base
orthonormale {|+〉, |−〉} où les vecteurs sont définis par

|+〉 = |0〉+ |1〉
2

et |−〉 = |0〉 − |1〉
2

, (1.7)

permet à l’observateur d’avoir accès aux probabilités

p+ =
|a0 + a1|2

2
=

1

2
(|a0|2 + |a1|2 +Re(a∗0a1)) =

1

2
(1 + cos (θ/2) sin (φ))

p− =
|a0 − a1|2

2
=

1

2
(1− cos (θ/2) sin (φ))

qui permettent de remonter à la phase relative. Précisons que dans les expressions précédentes
la détermination de φ est dépendante de l’angle θ, c’est à dire des modules de α (ou de β).
Cette dissymétrie dans la mesure des modules et des phases qui semble donner au module un
statut supérieur, n’est qu’apparente et résulte de l’arbitraire de la paramétrisation (1.5).

II.3. Calculs quantiques et algorithmes quantiques

Le troisième point permet d’introduire le concept de calcul quantique : l’évolution temporelle
d’un registre quantique constitue un calcul quantique. En mécanique quantique, l’évolution
temporelle d’un système étant représentée par l’action d’un opérateur unitaire, il suit que
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n’importe qu’elle transformation unitaire est à considérer comme un calcul quantique. Ainsi
de manière formelle, si |ψi〉 représente l’état initial d’un registre quantique - c’est à dire l’état
d’entrée - alors le résultat d’un calcul particulier U sur ce registre est l’état final - l’état de
sortie - |ψf〉 = U |ψi〉
Un des résultats les plus intéressant dans le domaine de l’information quantique est la pos-

sibilité de construire des algorithmes quantiques. Qu’est-ce que cela signifie ? Nous avons défini
un algorithme quantique comme un opérateur unitaire agissant sur un registre quantique donc
en tout généralité cet opérateur transforme l’état de tous les qubits du registre. Bien sûr rien
n’empêche de considérer des opérateurs unitaires ≪ plus petits ≫, c’est à dire qui agissent sur
un nombre restreint de qubits sans toucher aux autres. Le cas limite étant celui où seul un
qubit subit la transformation unitaire et où les nq − 1 autres ne sont pas modifiés. Le résultat
important est que si on considère un petit ensemble G = {Gk} d’opérateurs unitaires agissant
sur 1 ou 2 qubits, opérateurs qualifiés de locaux, alors on peut approximer (avec une précision
arbitraire) n’importe quel algorithme U comme une séquence Sk de ng opérateurs choisi dans
G :

U =

ng
∏

Sk

Gk. (1.8)

Chaque Gk constitue une porte quantique, analogue des portes logiques de l’informatique usuelle
et un ensemble G donné est un ensemble universel de portes permettant de produire n’importes
quels algorithmes quantiques [DiV95, Bar95, SW95]. Ainsi tout opérateur unitaire U(2), comme
par exemple l’ensemble des opérateurs de Pauli, constitue une porte quantique à un qubit, et
tout opérateur U(4) constitue une porte à deux qubits. Parmi les portes les plus couramment
utilisées citons la porte de Hadamard

H =
1√
2

(

1 1
1 −1

)

,

agissant sur 1 qubit et la porte de NON-contrôlée (CNOT ) faisant agir un opérateur de Pauli
σx sur un qubit cible en fonction de l’état d’un qubit de contrôle. L’appellation provient du fait
que l’opérateur σx joue l’analogue quantique de la porte NON (puisqu’elle inverse entre eux les
vecteurs |0〉 et |1〉) et que son action est liée à l’état du qubit de contrôle. A titre d’exemple
pour 2 qubits, le premier étant choisi comme contrôle et le deuxième comme cible, la matrice
correspondant à la porte CNOT s’écrit

CNOT{1,2} = |0〉〈0| ⊗ 12 + |1〉〈1| ⊗ σx =









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0









,

où 12 est l’opérateur identité de taille 2× 2. De manière générale ces deux opérations peuvent
être définies pour des registres quantiques contenant un nombre arbitraire de qubits. Une porte
de Hadamard agissant sur le qubit i et une porte CNOT agissant sur le qubit cible t contrôlé
par le qubit c sont respectivement définies par

H{i} = 12 ⊗ 12 ⊗ ...H...⊗ 12 ⊗ 12, (1.9)

CNOT{c,t} = 12 ⊗ ...|0〉〈0|...⊗ 12 ⊗ 12 + 12 ⊗ 12 ⊗ ...|1〉〈1|...⊗ σx ⊗ ...⊗ 12, (1.10)

. où H est en i-ème position, les projecteurs |j〉〈j| sont en c-ième position et σx est en t-ième
position. Notons que la porte CNOT peut être généralisée à 3 qubits par la porte de Toffoli,
utilisant non pas un seul qubit de contrôle mais deux.
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Figure 1.2.: Circuit quantique constitué de 2 portes unitaires U(2) et de 3 portes CNOT .
Le qubit de contrôle (cible) est attachés aux points noirs • (respectivement ⊕).
La bulle pointillée dénommée |ψ〉 illustre le fait que le registre est dans un état
non-séparable (cf. prochaine section).

A la manière de ce qui se fait en logique classique, on peut aussi dessiner des circuits quan-
tiques comme sur la figure (1.2) C’est cette vision en terme de porte quantique qui permet de
cerner la puissance computationnelle qu’aurait un système physique capable d’implémenter un
algorithme quantique, système qui porte aujourd’hui le nom d’ordinateur quantique. En effet
en 1994, Peter Shor [Sho94] démontra qu’un algorithme quantique pouvait factoriser un entier
N avec un nombre d’opérations élémentaires ng exponentiellement plus petit que le meilleur al-
gorithme classique connu 1 (bien que pour l’instant, rien n’interdise l’existence d’un algorithme
classique aussi efficace que l’algorithme de Shor). En 1996 Lov Grover explicita un algorithme
quantique capable de retrouver un motif dans une base de données de taille N un nombre

d’opérations élémentaires se comportent comme O
(√

N
)

alors que le meilleur algorithme clas-

sique en utilise O(N). Une accélération exponentielle comparée au meilleur algorithme classique
est aussi prédite pour le shifted character problem [GSV00], le problème du sous-groupe caché
[Kup03] et pour la résolution de systèmes d’équations linéaires [WHL09]. On sait aussi qu’un
marcheur quantique peut traverser un graphe exponentiellement plus vite que n’importe quel
marcheur aléatoire classique, ce qui permet des solutions efficaces pour d’autres problèmes
[MCD02]. Récemment, Aharonov et.al ont proposé un algorithme quantique qui approxime
efficacement le polynôme de Jones comme aucune racine primitive de l’identité [ALM06]. Tout
ces exemples précis tendent à montrer que dans certaine mesure, la manipulation de l’infor-
mation en vertu des règles de la mécanique quantique est plus efficace que sa manipulation
classique. Cependant il n’y a à l’heure actuelle aucun résultat ni aucun théorème expliquant
comment cela se manifeste exactement et qu’elles en sont les causes. De ce fait, de nombreuses
questions émergent quand on tente d’analyser la supériorité de la manipulation quantique pour
le traitement de l’information et ces questions guident de nombreux travaux. Qu’est ce qui rend
supérieur la manipulation quantique de l’information ? Ou en d’autres termes, qu’elles sont les
ressources de l’information quantique ? C’est ce que nous allons tenter de voir dans la prochaine
partie.

1. L’algorithme de Shor peut factoriser un entier N en O
(

log(N)3
)

opérations alors qu’on ne connait aucun

algorithme classique capable de résoudre ce problème en O
(

log(N)k
)

opérations, ∀ k. Classiquement il est

nécessaire d’effectuer approximativement O
(

exp((logN)1/3(log logN)2/3)
)

opérations.
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III. Ressources de l’information quantique

S’il y a effectivement des ressources spécifiques à l’information quantique, elles sont à chercher
dans ce qui différencie la mécanique quantique de la mécanique classique. On peut considérer
que deux concepts plus ou moins indépendants émergent à la suite d’une telle recherche [BD00].
Ces deux concepts sont l’intrication et l’interférence.

III.1. L’intrication

La notion d’intrication et d’état intriqué est évoquée dès 1935 par Erwin Schrödinger [Sch35]
puis dans le papier d’Einstein, de Podolski et de Rosen [EPR35] pour mettre l’accent sur cer-
taines bizarreries de la mécanique quantique et la nécessité de trouver un moyen d’améliorer
cette théorie. En effet, les états intriqués exhibent des propriétés n’ayant pas d’analogue clas-
sique, en particulier l’apparition de corrélations non-triviales lors de la mesure d’un système de
deux particules. Cependant, l’étude de ce genre d’état dans les années soixante par Bell [Bel64]
a permit de faire un pas en avant en montrant que les états intriqués pouvaient justement servir
à trancher entre la mécanique quantique et une théorie à variables cachées susceptible de la
remplacer. La vérification expérimentale par Aspect et.al [ADR82] ainsi, que toutes les autres
expériences effectuées depuis, ont montré que les prédictions de la mécanique quantique restent
en accord avec l’expérience contrairement aux prédictions d’une quelconque théorie à variables
cachées.
La notion d’intrication est liée à la manière dont on construit l’espace des états d’un système

composite, à partir des espaces des états de chacune de ses parties. SoientN systèmes quantiques
si dont les états vivent dans des espaces de Hilbert H(i), alors l’état du système global S vit
dans un espace de Hilbert qui est le produit tensoriel des espaces de Hilbert de chaque sous
système :

HS =
N
⊗

i=1

H(i)

Il en suit que l’état le plus général du système global ne peut pas s’écrire comme le produit
tensoriel des états individuels des sous-systèmes, tout simplement parce que ces états individuels
n’existent pas à proprement parler, ils sont enchevêtrés. A titre d’exemples et aussi pour revenir
à une formulation plus proche de l’information quantique, considérons un système à deux qubits.
L’état le plus général de ce système est donné par (1.6) qui dans ce cas se simplifie en :

|q2〉 = a00|00〉+ a01|01〉+ a10|10〉+ a11|11〉

Ici, l’état du système est entièrement déterminé par la valeur des composantes aij. Par exemple

l’état 1√
2
(|00〉 + |01〉) peut aussi s’écrire |0〉 ⊗ (|0〉+|1〉)√

2
, ce qui permet d’affirmer que le premier

qubit est dans l’état |0〉 alors que de manière indépendante le second est dans l’état (|0〉+|1〉)√
2

.

Mais cette propriété n’existe pas dans le cas de l’état 1√
2
(|01〉 + |10〉). Il ne peut pas s’écrire

comme le produit tensoriel d’états relatifs aux deux qubits. Dans ce cas précis, la description
de l’état d’un qubit individuel par un état pur, indépendamment des autres n’est pas possible.
On peut au mieux recourir à une formulation en terme de matrice densité. Seul le système dans
son ensemble possède une description par un état pur. C’est un état intriqué.
Par définition, on dit qu’un état quantique associé à un système composé est séparable s’il

peut s’écrire comme le produit tensoriel d’états quantiques de ses parties. Dans le cas contraire
on dit qu’il est intriqué. Quels sont les indices montrant que l’intrication semble constituer une
ressource de l’information quantique ?
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Premièrement, dès que l’on considère un système à plusieurs qubits, l’espace de Hilbert
se trouve occupé par une proportion d’états intriqués exponentiellement plus grande que la
proportion d’états séparables [ZHSL99]. Ainsi un processus d’information quantique met obli-
gatoirement en jeu de l’intrication. Ceci est d’autant plus vrai que le nombre de qubits est
grand.
Deuxièmement, la notion d’intrication donne au concept de qubit un rôle plus subtil et plus

profond que celui qui est réservé au bit classique. En effet, même si l’information quantique
est représentée physiquement par nq objets physiques, sa description se répartit à proprement
parler sur 2nq entités individuelles, par exemple sur les états de la base computationnelle. Bien
sûr, pendant la préparation de l’état initial ou lors du processus de mesure, ce sont bien nq
objets qui interviennent, et un ensemble de qubits ne permettent évidement pas de représenter
exponentiellement plus d’information que le ferait un même nombre de bits [BF07]. Cependant
avant le processus de mesure, lors de l’évolution unitaire, l’intrication retire momentanément
leur individualité aux nq objets physiques, et seul l’état du registre tout entier vivant dans
un espace de Hilbert de dimension exponentielle 2nq reste parfaitement descriptible. Comme
c’est dans cet espace de Hilbert que se déroule tout processus informationnel on pourrait être
tenté de penser que c’est ici que l’intrication rencontre l’efficacité quantique. Cependant il
convient d’être prudent avec ce genre de raisonnement qualitatif : considérons l’action d’une
porte quantique agissant pour simplifier sur le premier qubits d’un registre à nq qubits, dont
l’état est donné par la relation (1.6). En écrivant la porte G(1) = U ⊗ 1 ⊗ ... ⊗ 1, l’état du
registre après son action est

|q′nq
〉 = G(1)|qnq

〉
|q′nq

〉 =
∑

a′i1i2...inq
|i1i2...inq

〉

où a′i1i2...inq
=
∑

j1

Ui1j1 aj1i2...inq
(1.11)

Quantiquement ce processus consiste, par définition, en une seule étape qui est l’action de
l’opérateur unitaire U sur le premier qubit. D’un point de vu näıf, on pourrait penser que pour
simuler ce processus sur un ordinateur classique il soit nécessaire de recourir à un nombre ex-
ponentiel d’opérations arithmétiques élémentaires puisqu’il faut effectuer la mise à jour (1.11)
des 2nq − 1 amplitude a′i1i2...inq

. Alors que d’un autre côté, si on suppose que l’état du re-
gistre reste séparable à tout instant du calcul, c’est dire que les amplitudes prennent la forme
ai1i2...inq

= ai1bi2 ...zinq
, simuler l’action de la porte (1.11) reste efficace en n’utilisant qu’un

nombre polynomial d’opérations arithmétiques élémentaires (opérations permettant la mise à
jour de l’amplitude ai1 associée au premier qubit).
De récents travaux [JL03] ont obtenu certains résultats concernant la possibilité ou non de

simuler efficacement un calcul quantique sur un ordinateur classique en vertu de la manière
dont se comporte l’intrication lors du calcul. Ils montrent que si l’intrication reste tout au long
du calcul p-blocked, c’est à dire qu’elle reste confinée sur un nombre de qubits p < nq, alors
le calcul reste simulable classiquement de manière efficace. Le cas de la simulation d’un calcul
quantique avec des états mixtes reste par contre un problème encore ouvert même si ce papier
donne quelques indications à son sujet.
À l’heure actuelle, l’intrication est surement l’une des propriétés les plus étudiées en in-

formation quantique et ceci depuis maintenant presque vingt ans. Et il reste sûrement encore
beaucoup de choses intéressantes à apprendre à son sujet. Son étude s’est même étendue au delà
de l’information quantique (problème à N -corps quantiques, matière condensée, physique des
hautes énergies) et constitue désormais un champ à part entière. Parmi les nombreux travaux
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qui la concernent, celui de la manière de quantifier son existence dans les systèmes quantiques
s’est vite développé. Cependant, comme l’intrication est une notion très générale qui devient
de nature multiple dès que le nombre de partitions du système quantique dépassent deux, les
manières de la quantifier peuvent être diverses, choisi en fonction du problème étudié et il existe
de ce fait de nombreuses mesures quantitatives utilisables. Citons par exemple l’entropie d’in-
trication, l’entropie linéaire, la négativité, la concurrence, l’entropie géométrique, etc. Toutes
ces mesures ont la propriété d’être invariantes sous l’action de transformations locales (c’est à
dire des opérations unitaires appliquées sur un seul qubit).

III.2. L’interférence quantique

Dans la première partie, nous avons évoqué le concept d’interférence tel qu’il apparâıt en
physique et plus particulièrement en physique quantique. Que se passe-t-il quand on examine le
concept d’interférence avec le point de vue de l’information quantique et pourquoi pourrait-t-elle
en constituer une ressource ?

Pensons à l’exemple typique qui permet de différencier un phénomène classique d’un phénomène
quantique mettant en jeux des interférences. Il s’agit habituellement de deux chemins A et B,
favorisés classiquement qui interfèrent destructivement au profit de deux autres chemins C et D
moins probables classiquement. Ou alors on peut penser à la vision de Feynman dans laquelle
un système physique explore la totalité des chemins possibles et dans laquelle le principe de
moindre action émerge dans la limite classique. Ces deux exemples exhibent la capacité que
possède l’interférence quantique pour modifier le flux classique d’information. C’est dans ce sens
qu’il faut visualiser la manière dont l’interférence pourrait être nécessaire pour engendrer une
accélération exponentielle dans les algorithmes quantiques. Historiquement, c’est d’ailleurs au
travers du concept d’interférence, qu’ont été découverts les premiers algorithmes quantiques, en
particulier celui de Deutsch 2. Ainsi l’étude de l’interférence dans le cadre de l’information quan-
tique est un sujet intéressant d’autant que le nombre d’études à son égard dans la communauté
reste faible, en comparaison par exemple des études concernant l’intrication.

Il convient ensuite d’énumérer les propriétés qui caractérisent le concept d’interférence et
l’expérience familière des doubles fentes d’Young est à garder en tête pour mieux les appréhender :

Propriété 1 : L’interférence ne doit pas être vue comme une propriété d’un état quantique
mais comme une propriété de son évolution. C’est la propagation qui est interférente. Cette
idée est contenue dans l’expression interférence entre deux chemins quantiques souvent utilisée
en mécanique quantique. Ce ne sont pas les états qui interfèrent entre eux. Ce sont les chemins
qu’emprunte le système quantique lors de son évolution. Il est intéressant de noter cette pro-
priété de complémentarité que possède l’interférence par rapport à l’intrication : l’intrication est
une propriété des états quantiques tandis que l’interférence est une propriété de leur évolution.

Propriété 2 : L’interférence est reliée à la notion de cohérence, dans le sens ou la première no-
tion s’efface sans la seconde. Cependant une propagation cohérente n’engendre pas nécessairement
un motif d’interférence comme c’est le cas si l’expérimentateur met l’écran avant les deux fentes,
bien que la propagation soit cohérente entre la source et l’écran. En effet il faut au moins que
deux amplitudes de probabilités soient superposées pour observer un motif d’interférence. De

2. Algorithme de Deutsch permet d’affirmer si une fonction binaire à un bit reste soit constante (f(0) =
0, f(1) = 0 ou f(0) = 1, f(1) = 1) soit équilibrée (f(0) = 0, f(1) = 1 ou f(0) = 0, f(1) = 0) en n’envoyant
qu’une seule requête à la fonction f . Pour résoudre le problème classiquement, il faut envoyer 2 requêtes à la
fonction f . Cet algorithme peut-être généralisé dans le cas d’une fonction binaire à plusieurs bits où le nombre
de requêtes augmente polynomialement avec le nombre de bits alors que classiquement ce nombre augmente
exponentiellement [DJ92].
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manière générale une propagation est d’autant plus interférente qu’elle superpose avec des poids
égaux un maximum d’amplitude de probabilité.

Propriété 3 : Pour des raisons similaires, l’interférence quantique est une notion qui dépend
de la base dans le sens où le nombre d’amplitudes dans une superposition cohérente dépend lui
aussi de la base. Ainsi, dans une expérience d’interférence, l’apparition d’un motif d’interférence
dépend du point de vue choisi par l’expérimentateur pour faire la mesure. Mathématiquement
cela veut dire que l’interférence dépend de la base de représentation des états quantiques.
Pour bien cerner cela, utilisons encore l’analogie de l’expérience des doubles-fentes. Une source
ponctuelle placée en x = x0 peut être représentée comme une source monochromatique de
couleur k0, d’amplitude Ψ(x). Après les fentes, le motif apparâıt sur l’écran, c’est à dire quand
on mesure |Ψ′(x)|2, l’intensité lumineuse dans l’espace des positions. Mais si l’expérimentateur
choisi de mesurer |Ψ̂(k)|2, l’intensité dans l’espace de vecteur d’onde, il n’observera dans ce cas
aucun motif d’interférence mais juste la distribution initiale parfaitement localisée en k0.

III.3. Nuances sur les capacités des ressources quantiques

A ce stade il convient d’être plus précis sur la manière d’envisager le lien qui est supposé exis-
ter entre l’accélération associée aux calculateurs quantiques et la présence ou non d’intrication
ou d’interférence. Ainsi on voit que deux points de vue différents peuvent être envisagés :

1) Soit ce sont bel et bien l’intrication et l’interférence qui engendrent l’accélération expo-
nentielle. Ils en sont la cause.

2) Soit l’accélération exponentielle est d’une nature plus subtile, l’intrication et l’interférence
ne sont juste que des produits secondaires de cette accélération.

Pour l’instant, les méthodes d’investigations mise en œuvre, ne sont pas en mesure de pouvoir
choisir entre ces deux points de vue.

Dans [JL03] il est évoqué qu’il est peut-être inapproprié de penser que l’intrication est
une ressource clef tout simplement parce que c’est une propriété qui dépend de la descrip-
tion mathématique de la mécanique quantique, en l’occurrence la formulation en terme d’am-
plitude de probabilité. Les auteurs rappellent qu’une infinité de descriptions mathématiques
équivalentes D de la mécanique quantique sont envisageables et que pour chaque description,
il doit exister une propriété donnée Prop(D) dépendant de la description, qui différencie une
classe particulière d’état, cette classe n’ayant pour ainsi dire aucune particularité absolue, si ce
n’est l’incapacité d’être efficacement représenté classiquement. Par exemple quand D est la des-
cription par des amplitudes de probabilité, Prop(D) est l’intrication. Les auteurs conjecturent
alors que dans le cadre de l’information quantique, l’accélération exponentielle des algorithmes
quantiques doit être reliée au comportement de l’ensemble des Prop(D) qui ne peuvent pas être
efficacement représentées classiquement.

IV. Une mesure quantitative de l’interférence quantique

L’introduction d’une mesure quantitative de l’interférence est nécessaire si on veut pouvoir
analyser l’implication du phénomène dans le cadre des processus informationnels. Une telle
mesure est proposée dans [BG06]. Notons que, comme pour l’intrication, la généralité du concept
d’interférence fait que la mesure issue de ces travaux n’est certainement pas unique et rien
n’empêcherait d’en définir d’autres. Cependant c’est la mesure introduite dans cet article qui
sera utilisée dans les chapitre 2 et 3 de cette thèse. Signalons qu’au cours de cette thèse et
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IV. UNE MESURE QUANTITATIVE DE L’INTERFÉRENCE QUANTIQUE

ceci pour des raisons de simplicité, nous utiliserons souvent le terme interférence, pour désigner
l’interférence quantique elle même, mais aussi pour désigner sa mesure.

IV.1. Expression générale

Dans [BG06], l’expression générale d’une mesure d’interférence est obtenue en recherchant
tout d’abord une mesure de la cohérence pour un propagateur P qui transforme une matrice
densité d’un registre quantique selon ρ′ = Pρ. P est un super-opérateur dont les composantes
dans la base computationnelle sont telles que

ρ′ij =
∑

k,l

Pij,klρkl . (1.12)

Cette équation est la manière la plus générale de décrire un algorithme quantique dans lequel
peuvent intervenir diverses contributions non-unitaires telles que la décohérence produite par
un environnement externe. Un ordinateur quantique peut être vue comme une boite noire
envoyant une matrice densité initiale sur une distribution de probabilité finale, le processus de
lecture faisant partie de l’algorithme. Si on ne regarde la propagation que d’un seul état, il est
impossible de dire si la propagation est cohérente ou non en n’ayant accès qu’aux probabilités
finales p′i = |ρ′ii|2. Le cas extrême où la distribution finale peut être obtenue en propageant la
distribution initiale par une matrice stochastique 3 convenablement choisie correspond à une
propagation incohérente puisque la distribution finale ne dépend plus des phases initiales. Ainsi
pour pouvoir quantifier la cohérence, il est naturel de regarder la dépendance de la distribution
finale envers les phases initiales.
Pour un état pur initial ρ = |ψ〉〈ψ|, avec |ψ〉 =∑N

j=1 aj|j〉, les amplitudes aj avec les phases

ϕj, aj = |aj|eiϕj , mènent à des probabilités finales

p′i = |ρ′ii| =
∑

j,k

Pii,jke
i(ϕj−ϕk)|ajak| . (1.13)

On peut définir S la matrice réelle de ≪ sensibilité de phase ≫ de composantes Sil = ∂p′i/∂ϕl,
ainsi que la matrice définie semi-positive SST telle que SST = 0 ssi ∂p′i/∂ϕl = 0 ∀ i, l =
(1, . . . , N). La mesure de cohérence recherchée C(P ) peut être obtenue en moyennant sur toutes
les phases initiales, la trace de la matrice SST

C(P ) = 1

(2π)N

∫ 2π

0

dϕ1 . . . dϕN Tr(SST ) . (1.14)

On peut montrer que cette expression ce simplifie comme

C(P ) = 2
∑

i,k

∑

l 6=k
|Pii,lkakal|2 . (1.15)

Cette mesure dépend encore des amplitudes de l’état initial. Pour pouvoir acquérir le statut
d’une mesure de l’interférence, les auteurs de [BG06] préconisent de considérer C(P ) pour des
états équipartitionnés sur la base computationnelle, c’est à dire des états tels que |ai| = 1/

√
N

pour tous les i = (1, . . . , N). Ainsi, après multiplication par un préfacteur N2/2, on obtient la
mesure d’interférence

I(P ) =
∑

i,k,l

|Pii,kl|2 −
∑

i,k

|Pii,kk|2 . (1.16)

3. Matrice stochastique : Matrice positive qui propage des probabilités selon p′ = Mp. Ses composantes Mij

sont comprises entre 0 et 1 et sont telles que
∑

i Mij = 1.
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CHAPITRE 1. L’INTERFÉRENCE COMME UNE RESSOURCE DE
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De cette façon, la mesure ne dépend plus d’aucun état particulier mais seulement du propagateur
P ce qui est attendu d’une mesure de l’interférence en vertu de la propriété 1. Par la forme
de sont expression, on démontre facilement que 0 ≤ I(P ). Si l’ensemble des valeurs propres
de P sont plus petites que 1 (comme dans le cas d’une application quantique dissipative) alors
I ≤ N2. Notons aussi que pour une propagation classique les composantes de P s’écrivent
Pij,kl =Mikδijδkl et qu’il est facile de montrer que dans ce cas I(P ) s’annule exactement.

IV.2. Cas d’une propagation purement unitaire

Dans le cas d’une propagation unitaire, les composantes du propagateur P s’écrivent Pij,kl =
U∗ikUjl et l’expression (1.16) se simplifie en

I = I(U) = N −
∑

ij

|Uij|4 . (1.17)

Cette expression est parfaitement en accord avec les propriétés associées à l’interférence : Tout
d’abord, elle ne dépend exclusivement que des composantes de l’opérateur d’évolution U (pro-
priété 1). Ensuite il est facile de montrer que 0 ≤ I ≤ N − 1. La borne inférieure est obtenue
dans le cas d’opérateurs U ayant des colonnes parfaitement localisées (une composante de mo-
dule 1 et les autres de valeur nulle) comme pour l’opération d’identité, pour des opérations
de permutation des états de base ou des rotations de phases locales. La borne maximale est
obtenue dans le cas d’opérateurs U ayant des colonnes équipartitionnées, c’est à dire avec des
colonnes remplies de composantes de module 1√

N
. En fait la somme contenue dans l’expression

(1.17) est l’inverse participation ratio qui permet de caractériser le degré de localisation dans
un vecteur. De manière générale, la mesure d’interférence est maximisée pour des évolutions
réalisant le passage de la base computationnelle à sa base conjuguée, comme le fait par exemple
la transformée de Fourier quantique 4. Toutes ces remarques sont en accord avec la propriété 2.
Finalement I n’est manifestement pas un invariant et il importe de préciser dans quelle base
l’expression est écrite. Dans toute cette thèse, les expressions (1.16) et (1.17) seront écrites dans
la base computationnelle (propriété 3). Ajoutons aussi qu’il n’existe pas a priori de relation
simple entre d’une part I(U1U2) et d’autre part I(U1) et I(U2).

IV.3. Cas particulier pour un seul qubit

Pour avoir une vision plus intuitive de la manière dont ce comporte l’interférence, considérons
le cas à un seul qubit (c’est à dire pour N = 2). La transformation de Hadamard (1.9) réalise
une propagation maximalisant la mesure I. Ceci est très satisfaisant, car c’est effectivement
la transformation de Hadamard, qui réalise le changement de base (1.7) permettant la mesure
expérimentale de la phase relative φ transformation que l’on retrouve dans un interféromètre
(par exemple dans un interféromètre de Mach-Zender elle est réalisée par les lames séparatrices).
Dans [BG06], la transformation de Hadamard est vue comme la transformation élémentaire
permettant de définir une unité d’interférence, le i-bit par l’expression log2(I+1). Le cas N = 2
permet de cerner une autre propriété de l’interférence : comme H2 = 1, deux transformations

4. La transformée de Fourier quantique est la transformation unitaire définie sur une base orthonormale
|0〉, |1〉...|N − 1〉 par l’application

|j〉 → 1√
N

N−1
∑

k=0

e2πijk|k〉

Voir [NC00]. Dans le casN = 2, la transformée de Fourier quantique se résume à la transformation de Hadamard.
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V. RÉSULTATS

de Hadamard consécutives sur le même qubit apportent une quantité d’interférence qui est
nulle. Ceci est une propriété inhérente à la définition et il convient de différencier deux types
d’interférence : L’interférence localisée qui est celle correspondant à une portion d’algorithme
et l’interférence accumulée, de nature globale, qui est celle de l’algorithme tout entier.

V. Résultats

Dans cette partie, nous allons faire une revue des différents travaux utilisant la mesure in-
troduite dans [BG06].

V.1. Interférence dans l’algorithme de Shor

L’algorithme de factorisation de Shor US [Sho94] permet de factoriser un entier R en un
nombre polynomial d’opérations. L’état initial est réparti sur deux registres respectivement
de taille 2L et L avec L = [log2R] + 1 où [.] dénote la partie entière. Le nombre de qubits
nécessaires est donc nq = 3L. L’algorithme peut être décomposé en trois étapes : La première
étape est l’application indépendamment sur les 2L premiers qubits, d’une transformation de Ha-
damard. Ceci génère une grande quantité d’interférence valant 23L− 2L. Notons que comme les
transformations de Hadamard sont des transformations locales, aucune intrication n’est créée
à ce stade. La deuxième partie est une séquence de O(n3) opérations, séquence pouvant être
vue comme une matrice de permutation (chaque ligne et chaque colonne n’ayant qu’une seule
composante non-nulle). Contrairement à la première, cette étape engendre de l’intrication mais
aucune interférence. La dernière étape est une transformée de Fourier quantique appliquée sur
le premier registre. Cette transformation génère aussi bien de l’intrication que de l’interférence.
Dans [BG06] les auteurs préconisent de ne pas prendre en compte l’interférence trivialement
produite dans la première étape de l’algorithme. Ils ne considèrent donc que la version dite
non-générique de l’algorithme, c’est à dire l’algorithme sans les opérations de Hadamard ini-
tiales. Ils démontre ainsi que l’interférence dans cette version non-générique de l’algorithme,
exclusivement due à la transformée de Fourier quantique, est produite en quantité exponentielle
en fonction du nombre de qubits (typiquement 23L − 2L).

V.2. Interférence dans l’algorithmes de Grover

L’algorithme de recherche de Grover UG [Gro97] permet de trouver un élément donné dans une
liste non structurée de N éléments en un nombre d’opérations O(

√
N) contre O(N) classique-

ment. Il fonctionne sur un ensemble de nq qubits tel que N = 2nq et il peut aussi être décomposé
en plusieurs étapes : Comme pour l’algorithme de factorisation, la première étape consiste en
l’application d’opérations de Hadamard indépendantes sur l’ensemble des qubits et les auteurs
préfèrent ne pas la considérer. Les autres étapes, qui constituent la version non-générique de
l’algorithme, sont une succession d’opération qui engendrent aussi bien de l’intrication que de
l’interférence. Cependant il est montré dans [BG06] que l’interférence produite dans cette par-
tie est constante et indépendante du nombre de qubits et vaut approximativement 3 i-bits.
Ceci est en contraste flagrant avec ce qui se passe dans l’algorithme de Shor. Ainsi les auteurs
conjecturent que la différence d’efficacité entre ces deux algorithmes est reliée à la quantité
d’interférence produite dans leur partie non-générique.
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V.3. Processus n’impliquant pas de l’interférence

Plusieurs travaux se basant sur la mesure (1.16), ont montré que l’interférence n’intervenait
pas dans certains processus.
Dans [LBB07] il est montré que l’interférence n’intervient pas dans la propagation d’un état

quantique le long d’une chaine de spin.
Dans [BG08] il est montré que si l’on considère l’algorithme de Shor soumit à des imperfec-

tions, la quantité exponentielle d’interférence qu’il produit normalement sans imperfection est
détruite.
Dans [RB08], les auteurs se sont intéressés à une classe de cloneur quantique particulier.

Rappelons qu’en information quantique il est impossible de trouver un opérateur unitaire per-
mettant de transformer un état inconnu de la forme |ϕ1〉|ϕ2〉 en un état de la forme |ϕ1〉|ϕ1〉,
c’est à dire réaliser une copie parfaite de l’état du premier registre dans le second. C’est le
théorème du non-clonage quantique [WZ82]. Cependant on peut considérer des cloneurs quan-
tiques, c’est à dire des algorithmes Uc réalisant une copie avec une certaine fidélité, sachant
qu’une fidélité parfaite de 1 est impossible a atteindre. Il est montré dans [RB08] que le maxi-
mum de fidélité admissible, valant 5/6, peut être atteint par la classe de cloneurs considérés,
sans produire d(interférence .

VI. Conclusion partielle

Dans ce premier chapitre, nous avons évoqué la possibilité qu’a la manipulation quantique de
l’information pour résoudre certains problèmes computationnels de manière plus efficace que
classiquement. Cette efficacité n’étant pas bien comprise à l’heure actuelle, la question de savoir
quelle en est la cause se pose. N’ayant pas d’analogie classique, il est légitime de regarder si les
phénomènes d’intrication et d’interférence quantique joue un rôle à ce niveau. En particulier
nous avons considéré la mesure d’interférence introduite dans [BG06]. Cette mesure se comporte
de manière différente quand on considère les algorithmes de Shor et Grover. Elle montre aussi
que certains processus ne produisent pas d’interférence pour remplir leurs rôles. De ce fait, en
considérant des algorithmes ou des processus précis, on se rend compte que l’interférence est
une quantité qui peut être présente dans certains et pas dans d’autre. Ainsi se pose les questions
suivantes : si on choisit un algorithme quantique au hasard, quelles sont les chances pour qu’il
contienne une interférence nulle ? Qu’elle sont les chances pour qu’il contienne une interférence
maximale ? Est-ce que certaines valeurs d’interférence sont plus probables que d’autres ou est-ce
que toutes les valeurs permises sont équiprobables ? Répondre à ces questions est intéressant car
cela permettrait de savoir si l’interférence est un concept qui caractérise vraiment un algorithme
quantique, et s’il convient de penser que c’est bel et bien une ressource computationnel. Nous
allons tenter de répondre à ces questions dans le prochain chapitre.
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Chapitre 2
Statistique de l’interférence dans les algorithmes

quantiques

- Le principe du biglemoi, dit Nicolas,
que Monsieur connâıt sans doute,

repose sur la production d’interférences
par deux sources animées d’un mouvement

oscillatoire rigoureusement synchrone.
- J’ignorais, dit Colin, que cela mı̂t en œuvre

des éléments de physique aussi avancée

Boris Vian, l’écume des jours.

I. Motivation

Le but de ce chapitre est d’avoir une vision globale de la manière dont la mesure d’interférence
introduite au premier chapitre se comporte vis à vis de l’ensemble des algorithmes quantiques.
Il convient de préciser qu’ici, le terme algorithme quantique est à prendre au sens le plus
large du terme et nous ne faisons aucunement référence à des algorithmes précis, résolvant des
problèmes précis. En d’autre terme nous appelons algorithme tout opérateur unitaire agissant
sur un registre de nq qubits et l’ensemble des algorithmes quantiques auxquels nous faisons
référence n’est rien d’autre que le groupe U(N) où N = 2nq . Comme nous l’avons signalé dans
le précédent chapitre, la mesure

I(U) = N −
∑

ij

|Uij|4 . (2.1)

s’annule pour l’opération d’identité ou pour une permutation des états de bases alors qu’elle
est maximale (I = 1) pour une transformation de Hadamard. Ces exemples constitues des
cas limites et il peut être intéressant de considérer des cas intermédiaires, pour des opérations
unitaires quelconques.
Pour un seul qubit, il n’est pas difficile d’obtenir une cartographie de la mesure (2.1) : Un

élément du groupe U(2) peut être paramétré par la matrice unitaire

U2 = eiα
( √

1− ξeiψ
√
ξeiχ

−
√
ξe−iχ

√
1− ξe−iψ

)

(2.2)
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Figure 2.1.: Interférence calculée pour un opérateur unitaire de taille 2. Le paramètre ξ
contrôle l’équipartition dans la matrice et les flèches indiquent où sont situés
par rapport à ce paramètre, les opérateurs unitaires usuels à un qubit.

où α, ψ, χ choisi dans [0, 2π[ et ξ choisi dans [0, 1[, sont des paramètres réels. En injectant cette
matrice dans (2.1) on obtient la relation I(U2) = I(ξ) = 4(ξ−ξ2) représentée sur la figure (2.1).
Si on fait abstraction des phases qui n’interviennent pas dans l’expression, on peut associer à
chaque point de l’axe horizontal ξ un type d’opérateur. Par exemple le point ξ = 0 correspond
à la matrice identité (ou à la matrice de Pauli σz) et le point ξ = 0 correspond aux matrices
réalisant une permutation des états de base telle les matrices de Pauli σx ou σy. Pour tous ces
opérateurs, on observe bien une interférence nulle. Le maximum d’interférence I = 1 ce situe en
ξ = 1/2, point qui correspond bien à l’opération de Hadamard. Ainsi l’interférence ne dépend
que d’un nombre réduit de paramètres, en l’occurrence de ξ qui contrôle l’équipartition dans la
matrice U2.
Obtenir le même genre d’information pour des opérateurs plus grand serait intéressant. Ce-

pendant, dès que le nombre de qubits augmente, cela devient très difficile même pour seulement
2 qubits. En effet, il est nécessaire pour ceci de manipuler un espace de paramètres continus
qui crôıt exponentiellement avec le nombre de qubits et même les méthodes numériques ne
permettent pas d’aller très loin, sans parler de la difficulté pour représenter les résultats. Ainsi
la méthode d’investigation utilisée dans ce chapitre sera une analyse statistique. L’idée est la
suivante : Choisir des algorithmes quantiques au hasard, les injecter dans la mesure (2.1) et
obtenir des informations sur la statistique de l’interférence.

II. Distribution de l’interférence dans des ensembles

circulaires

II.1. L’ensemble circulaire unitaire CUE

Cette stratégie pour obtenir des informations statistiques sur l’interférence dépend bien sûr
de la manière dont les algorithmes quantiques vont être distribués. Ainsi il convient dès le
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II. DISTRIBUTION DE L’INTERFÉRENCE DANS DES ENSEMBLES

CIRCULAIRES

départ de spécifier un ensemble d’algorithmes quantiques dont les éléments sont distribués de
manière précise. Sans connaissance particulière sur les algorithmes quantiques et de manière à
n’en favoriser aucun, il est naturel de choisir l’ensemble des matrices unitaires uniformément
distribuées par rapport à la mesure de Haar 1 de U(N). Cet ensemble est connu comme étant
l’ensemble unitaire circulaire (circular unitary ensemble ou CUE) dans la classification des
ensembles circulaires de Dyson. Comme la mesure d’interférence (2.1) ne dépend que du module
des élements de matrice Uij il peut être intéressant de considérer un ensemble de matrices
unitaires réelles, c’est à dire un ensemble de matrices orthogonales elles aussi uniformément
distribuée par rapport à la mesure de Haar du groupe orthogonal O(N). Si la mesure de Haar
est invariante à droite et à gauche, c’est à dire si on a dµ(O) = dµ(V1OV2) quelles que soient
V1 et V2 appartenant à O(N), cet ensemble, moins répandu, est l’ensemble orthogonal de Haar
(Haar orthogonal ensemble ou HOE) [PZK98].

II.2. Distribution calculée numériquement

Numériquement il est possible de calculer la distribution de la mesure d’interférence PCUE,N(I)
pour des matrices tirées de CUE, produites en grand nombre, en utilisant la paramétrisation
de Hurwitz du groupe U(N) [Hur97, PZK98] qui permet de construire chaque matrice unitaire

U de taille N à partir du produit de N(N−1)
2

matrices E(i,j)(φ, ψ, χ) de transformation unitaire
élémentaire agissant dans un sous-espace de dimension deux. Les éléments de matrice non-nuls
de la transformation unitaire élémentaire s’écrivent

E
(i,j)
kk = 1, ∀k = 1, ..., N ; k 6= i, j

E
(i,j)
ii = cos(φ) eiψ

E
(i,j)
ij = sin(φ) eiχ

E
(i,j)
ji = − sin(φ) e−iχ

E
(i,j)
jj = cos(φ) e−iψ

(2.3)

A partir de cette transformation, on peut construire les N − 1 matrices de ≪ rotation ≫

E1 = E(N−1,N)(φ01, ψ01, χ1)
E2 = E(N−2,N−1)(φ12, ψ12, 0)E

(N−1,N)(φ02, ψ02, χ2)
...
EN−1 = E(1,2)(φN−2,N−1, ψN−2,N−1, 0)E

(2,3)(φN−3,N−1, ψN−3,N−1, 0) . . .
. . . E(N−1,N)(φ0,N−1, ψ0,N−1, χN−1),

(2.4)

et finalement, la matrice unitaire est formée par

U = eiαE1E2 . . . EN−1, (2.5)

où les angles α, φrs et ψrs sont choisis uniformément sur l’intervalle [0, 2π], tandis que φrs est

tel que φrs = arcsin(ξ
1/(2r+2)
rs ) avec ξrs choisit uniformément sur [0, 1].

La figure (2.2) montre les distributions obtenues pour N entre 2 et 8. Quand N crôıt, la
distribution devient de plus en plus piquée, centrée autour d’une valeur proche de N . La figure
(2.2) montre aussi les distributions PHOE,N(I) pour HOE. Numériquement cet ensemble est

1. La mesure de Haar dµN (U) de U(N) est la mesure invariante associer au groupe unitaire et peut être vue
comme la généralisation du concept d’élément de volume pour un groupe de Lie. Ainsi pour V appartenant à
U(N) l’invariance signifie qu’on a les relations dµN (U) = dµN (V U) = dµN (UV ).
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Figure 2.2.: Distribution de l’interférence dans CUE (gauche) et HOE (droite) pour N = 2 à
N = 8 par pas de 1 (courbes de la gauche vers la droite). Les courbes pleines pour
N = 2 représentent les résultats analytiques exprimés par les équations (2.6) et
(2.7).

construit en diagonalisant des matrices appartenant à l’ensemble orthogonal gaussien 2 (GOE)
[Meh91, PZK98]. Un fait remarquable est l’allure symétrique de la distribution pour N = 2.
Pour N > 4, la distribution devient mono-nodale, et de plus en plus piquée quand N augmente,
comme dans le cas unitaire.

II.3. Calculs analytiques des distributions dans le cas N=2

Dans le cas N = 2, la distribution PCUE,2(I) associée à CUE peut-être facilement calculée
analytiquement en utilisant la paramétrisation (4.3). Pour obtenir des matrices uniformément
distribuées par rapport à la mesure de Haar de U(2) il suffit de choisir les paramètres α, ψ, χ
et ξ uniformément distribués sur leurs ensembles de définition. Tout comme précédemment, il
suit que I = I(ξ) = 4(ξ− ξ2) n’est fonction que de la variable ξ uniformément distribuée entre
0 et 1 et P (I) peut être obtenue à partir de P (ξ).

P (I) =
∫ 1

0

P̃ (ξ)δ(I − I(ξ))dξ =
∫ 1

0

P̃ (ξ)
∑

ξ0

δ(ξ − ξ0)

|I ′(ξ0)|
dξ,

où les ξ0 sont les racines de I − I(ξ) et où le prime indique la dérivée par rapport à ξ. Dans
notre cas, les deux racines ξ0 pour I sont ξ± = (1±

√
1− I)/2 et la dérvée est I ′(ξ) = 4(1−2ξ).

2. Les ensembles gaussiens de matrices aléatoires GUE, GOE et GSE sont respectivement les ensembles
de matrices hermitiennes, symétriques réelles et quaternions réelles, dont les éléments sont distribués par rap-
port à la loi normale. Les sigles rappellent que les mesures de Haar associées a chacun de ces ensembles sont
respectivement invariantes sous des transformations unitaires, orthogonales et symplectiques [Meh91]
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On a donc,

P (I) =

∫ 1

0

P̃ (ξ)

(

δ(ξ − ξ+)

|I ′(ξ+)|
+
δ(ξ − ξ−)

|I ′(ξ−)|

)

dξ

=

∫ +∞

−∞
P̃ (ξ)

(

δ(ξ − ξ+)

|4(1− 2ξ+)|
+

δ(ξ − ξ−)

|4(1− 2ξ−)|

)

dξ

=
1

|4
√
1− I|

+
1

| − 4
√
1− I|

=
1

2
√
1− I

= PCUE,2(I). (2.6)

ce qui est en bon accord avec le résultat numérique représenté sur la figure (2.2).
De la même manière que dans le cas unitaire, il est facile de calculer analytiquement dans le

cas N = 2, la distribution PHOE,2(I) associée à HOE en considérant la paramétrisation d’une
matrice de rotation 2 × 2 par un angle uniformément distribué entre 0 et π. L’analogue du
développement (2.6) donne

PHOE,2(I) =
1

π
√

I(1− I)
. (2.7)

représenté aussi sur la figure (2.2). Le calcul des distributions PHOE,2(I) et PHOE,2(I) reste a
priori inaccessible analytiquement pour N > 2. Cependant, il est possible d’obtenir les expres-
sions exactes des deux premiers moments de ces distributions pour tout N .

II.4. Calculs analytiques des deux premiers moments

Ces calculs se basent sur une méthode d’intégration invariante introduite dans [AL03]. C’est
une méthode clef dans les résultats analytiques présents dans cette thèse et elle sera uti-
lisée intensivement dans le prochain chapitre. Pour ces raisons, l’annexe A lui est entièrement
réservée. Cette méthode permet entre autre d’obtenir des expressions complètes pour des va-
leurs moyennes sur U(N) de la forme

ZU,N(m1,m2,m3) ≡ 〈|Ui1j1|2m1 |Ui1j2|2m2 |Ui2j2|2m3〉U,N
=

∫

dµN(U)|Ui1j1|2m1 |Ui1j2|2m2 |Ui2j2|2m3

=
m1!m2!m3!(N − 2)!(N − 1)!

(N +m1 − 2)!(N +m3 − 2)!

× (N +m1 +m3 − 2)!

(N +m1 +m2 +m3 − 1)!
, (2.8)

où dµN(U) est normalisé par
∫

dµN(U) = 1, et i1, i2, j1, j2 sont des indices arbitraires des
éléments de matrices d’un élément quelconque U de U(N). C’est justement le genre d’intégrales
que l’on obtient si lors du calcul des deux premiers moments de P (I) . Pour la valeur moyenne
on a

〈I〉U,N = N −
∑

ij

〈|Uij|4〉U,N = N −N2ZU,N(2, 0, 0) = N

(

1− 2

N + 1

)

(2.9)

N→∞−→ N − 2 , (2.10)
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De la même manière pour le deuxième moment on a

〈
(

∑

i,k

|Ui,k|4
)2

〉U,N = (N(N − 1))2ZU,N(2, 0, 2)

+ 2N2(N − 1)Z(2, 2, 0)

+ N2ZU,N(4, 0, 0)

= 4
N2 + 2N − 1

(N + 1)(N + 3)
. (2.11)

Ainsi l’écart quadratique moyen de la distribution d’interférence pour CUE vaut

σU,N =
2

N + 1

√

N − 1

N + 3
, (2.12)

qui décrôıt comme ∼ 2/N pour N grand.
La méthode d’intégration invariante précédemment évoquée peut être généralisée pour l’en-

semble HOE [Bra06] est la relation correspondante à (2.8) s’écrit :

ZO,N(m1,m2,m3) ≡ 〈(Oi1j1)
m1(Oi1j2)

m2(Oi2j2)
m3〉O,N

=

∫

dµN(O)(Oi1j1)
m1(Oi1j2)

m2(Oi2j2)
m3

=
22−NΓ(1+m1

2
)Γ(1+m2

2
)Γ(1+m3

2
)

πΓ(N+m1−1
2

)Γ(N+m3−1
2

)

×Γ(N − 1)Γ(N+m1+m3−1
2

)

Γ(N+m1+m2+m3

2
)

où dµN(O) est normalisé par
∫

dµN(O) = 1, i1, i2, j1, j2 sont des indices arbitraires des
éléments de matrices d’un élément quelconque O de O(N), m1,m2,m3 sont tous pairs et Γ est
la fonction gamma de Euler. Ainsi la valeur moyenne de l’interférence dans HOE est donnée
par

〈I〉O,N = N −N2ZO,N(4, 0, 0) = N

(

1− 3

N + 2

)

N→∞−→ N − 3 , (2.13)

Ainsi dans la limite asymptotique N → ∞, un algorithme quantique réel de taille N tiré parmi
HOE contient en moyenne légèrement moins d’interférence qu’un algorithme quantique de même
taille tiré parmi CUE. Cependant la taille de l’espace de Hilbert doit être doublé pour pouvoir
exprimer un algorithme complexe arbitraire sous une forme réelle [Aha03]. Cela signifie qu’un
algorithme écrit sous une forme réelle nécessite approximativement le double d’interférence de
sa version complexe.
A partir du second moment

〈
(

∑

ik

(Oik)
4

)2

〉O,N = (N(N − 1))2ZO,N(4, 0, 4)

+2N2(N − 1)ZO,N(4, 4, 0)

+N2ZO,N(8, 0, 0)

=
3N(−4 + 3N(N + 5))

(N + 1)(N + 2)(N + 6)
, (2.14)

20



III. DISTRIBUTION DE L’INTERFÉRENCE DANS DES CIRCUITS

ALÉATOIRES

on obtient la variance de l’interférence pour HOE :

σ2
O,N(I) =

24N(N − 1)

(N + 2)2(N2 + 7N + 6)
. (2.15)

Ainsi, l’écart-type σO,N(I) décrot comme ∼ 2
√
6/N pour N grand.

III. Distribution de l’interférence dans des circuits aléatoires

III.1. Ensembles de circuits aléatoires

Pour aller plus loin dans notre investigation sur l’interférence, il est légitime de considérer des
algorithmes quantiques plus réalistes que ceux basés sur les ensembles de matrices aléatoires
CUE et HOE. Au chapitre 1, nous avons déjà évoqué le fait que n’importe quel algorithme
quantique, c’est à dire n’importe quelle transformation unitaire dans l’espace produit tenso-
riel, peut être approximé (avec une précision arbitraire) par une séquence de portes quantiques
agissant au plus sur 2 qubits [DiV95, Bar95, SW95]. Plus précisément, un ensemble univer-
sel de portes quantique peut être construit en considérant une transformation U(4) (telle la
porte NON-contrôlée (CNOT) agissant sur deux qubits) en combinaison avec l’ensemble U(2)
de transformations à un qubit. Notons aussi que n’importe quel algorithme quantique peut
aussi être représentée exclusivement par des matrices unitaires réelles, c’est à dire par des ma-
trices orthogonales à condition de doubler la taille de l’espace de Hilbert, ceci en utilisant un
ensemble universel constitué de la transformation de Hadamard et de la transformation de
Toffoli [Shi02, Aha03]. Il est donc naturel de vouloir appliquer la mesure (1.17) sur des al-
gorithmes quantiques basés sur cette construction à partir de séquences de portes. Bien sur,
il est exclu de considérer des séquences concrètes résolvant des problèmes concrets, ceci pour
les mêmes raisons précédemment évoquées, et la vision statistique est toujours celle qui nous
préoccupe. De ce fait l’idée générale est de choisir des algorithmes quantiques construit comme
des séquences aléatoires de portes quantiques. Nous avons donc introduit deux ensembles de cir-
cuits quantiques aléatoires, l’ensemble de circuits unitaires (unitary circuit ensemble ou UCE)
et l’ensemble de circuits orthogonaux (orthogonal circuit ensemble), construits chacun à la
manière des algorithmes quantiques réalistes par des séquences de ng portes quantiques choisies
aléatoirement suivant le protocole suivant.

– Le type de porte (c’est à dire si c’est une porte agissant sur 1, 2 ou 3 qubits) est choisi
avec une probabilité p.

– Le(s) qubit(s) sur le(s)quelle agis(sent) la porte est(sont) choisi(s) uniformément parmi
l’ensemble des qubits du registre.

– Le protocole est réitéré ng fois.

L’ensemble UCE est basé sur l’ensemble universel constitué de la porte U2 à 1 qubit (uni-
formément distribuée par rapport à la mesure de Haar de U(2)) et de la porte CNOT . L’en-
semble OCE est basé sur l’ensemble universel constitué de la porte de Hadamard à 1 qubit et
de la porte de Toffoli à 3 qubits (cf. figure (2.3) pour une instance de CUE constituée de cinq
portes agissant sur trois qubits). Ces constructions permettent d’obtenir des ensembles algo-
rithmes quantiques réalistes moins généraux que des matrices aléatoires car ils dépendent des 2
paramètres externes p et ng. On peut donc examiner numériquement directement la distribution
d’interférence P (I) pour ces deux ensembles de circuits aléatoires.
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Figure 2.3.: Instance possible de CUE pour nq = 3 et ng. Les deux angles différents θ et θ
′

signifies que les deux portes aléatoires U(2) sont différentes.

III.2. Résultats numériques

La figure (2.4) montre comment la distribution d’interférence pour UCE (pour nq = 4) évolue
entre ng = 10 et ng = 100 d’une distribution plutôt large et uniforme vers une distribution
très piquée, qui se trouve être celle associée à CUE. De son côté, la distribution d’interférence
POCE,N(I) pour OCE fluctue beaucoup plus pour un petit nombre de portes, mais s’approche
aussi rapidement de celle associée à HOE. A ce stade il est très intéressant de remarquer que
quand ng le nombre de portes dans la séquence est suffisamment grand, nos ensembles de circuits
se comportent vis à vis de la distribution d’interférence de la même manière que les ensembles
de matrices aléatoires précédemment étudiés. Ainsi les résultats analytiques développés dans la
première partie se trouvent être totalement utilisables pour nos ensembles de circuits aléatoire.
En fait un ensemble de circuits aléatoires similaires est introduit dans [EWS03], dans lequel
une même porte quantique est continuellement itérée, porte qui est construite à partir d’un
hamiltonien d’interaction entre proches voisins. D’après les résultats publiés dans [ELL05], on
peut s’attendre, au moins dans le pire des cas, à une convergence exponentielle avec le nombre
de portes, de CUE (HOE) vers UCE (OCE), respectivement. L’analyse précise de la vitesse de
convergence sera l’objet du dernier chapitre de cette thèse. Ainsi il n’y a donc rien d’étonnant
d’observer un comportement similaire pour l’interférence entre CUE et UCE (respectivement
HOE et OCE). Pour examiner quantitativement l’équivalence en terme d’interférence et ainsi
pouvoir appréhender dans quelle mesure les résultats analytiques pour les ensembles de matrices
aléatoires sont applicables pour les ensembles de circuits aléatoires, nous utilisons la quantité

FI =

∫ ∞

0

(

√

PUCE(I)−
√

PCUE(I)
)2

ds = 2

(

1−
∫ ∞

0

√

PUCE(I)PCUE(I) dI
)

(2.16)

et similairement pour OCE et HOE. Notons que les distributions PCUE(I) et PHOE(I) sont
calculées numériquement, ceci pour une même dimension N = 2n. La figure (2.5) montre
le résultat pour FI(ng) dans le cas nq = 5. Les courbes pour les autres valeurs de nq examiné
(nq ∈ {4, 6, 7, 8}) sont très similaires si ce n’est que l’équivalence augmente avec nq. FI(ng) aussi
bien pour UCE que pour OCE est très bien fitté par une gaussienne, du moins jusqu’au point
où un phénomène de saturation se manifeste. Notons que cette saturation n’est qu’un artefact
numérique provenant du nombre fini de réalisations statistiques. On peut s’en convaincre en
faisant varier le nombre de réalisations statistiques. Un fit de lnFI(ng) par a− c(nq, p)n

2
g dans

la région 2 ≥ FI(ng) ≥ 0.01 donne c ∼ 10−4 pour 4 ≤ nq ≤ 6, avec un maximum pour c autour
de p ∼ 0.5, ceci dans les deux cas OCE et UCE (voir figure (2.6)).
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Figure 2.4.: Distribution de l’interférence PUCE,N(I) (gauche), pour ng =
10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, les maxima augmentant dans cet ordre,
et POCE,N (droit) pour ng = 20, 50, 70, 100 (rouge, orange, bleu, marron res-
pectivement) comparées à P (I) pour les ensembles de matrices aléatoires CUE
et HOE (courbes noires). Toutes les courbes sont représentées pour nq = 4
(N = 16), nr = 105 circuits UCE et OCE, et nr = 107 matrices CUE et HOE.
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Figure 2.5.: Équivalence de P (I) pour UCE (gauche) et OCE (droite) avec la distribution
d’interférence de CUE et HOE, respectivement, en fonction de ng pour nq = 5
qubits (N = 32) et différentes valeurs de p. Les différentes valeurs de p sont
indiqués suivant les symboles : p = 0.1 carrés noirs, p = 0.2 carrés rouges, p = 0.3
losanges verts, p = 0.4 triangle hauts bleus, p = 0.5 triangles indigo gauche,
p = 0.6 triangles bas brun, p = 0.7 triangle gris droit, p = 0.8 violette et p = 0.9
magenta (gauche).
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Figure 2.6.: Taux de convergence Gaussien c fitté en fonction de la probabilité p, pour
différents nombres de qubits (cercles, carré, losange pour nq = 4, 5, 6), respec-
tivement, et de plus des triangles hauts et des triangles bas pour nq = 7, 8 pour
UCE.

La question qui reste ouverte concerne la rapidité de convergence des ensembles de circuits
aléatoires vers les ensembles de matrices aléatoires. Ceci laisse entrevoir la possibilité de créer
des ensembles imitant les ensembles de matrices aléatoires distribuées uniformément, à partir
de circuit quantique. Dans nos résultats, une telle efficacité se manifesterait dans le nombre
de portes quantiques nécessaires pour atteindre une certaine fidélité FI , qui augmenterait au
plus polynomialement avec le nombre de qubits nq. Ceci nécessiterait que les exposants c(nq, p)
et b(nq, p) ne décrôıssent pas plus vite qu’une puissance négative de nq pour un p donné. Ce
genre de questions est posé dans [EWS03, ELL05] mais aucune réponse définitive n’est donnée.
Pour vérifier ces affirmations numériquement il est nécessaire de considérer des valeurs bien
plus grande de nq et de sortir du cadre de l’étude de l’interférence (qui n’associe qu’un seul
nombre I par opérateur unitaire). C’est ce qui nous préoccupera dans le dernier chapitre.

IV. Conclusion partielle

Dans ce chapitre, nous avons observé tout d’abord qui si on choisit un algorithme quantique
agissant sur un nombre de qubits assez grand, le choix se faisant au hasard, sans connaissances
particulières sur sa structure interne ou sur le rôle qu’il est sensé rendre, alors il est fort probable
que cet algorithme contiennent une quantité d’interférence, mesuré par I(U) (2.1), qui est
très proche de la valeur maximale atteinte par des transformations du type Hadamard. Il est
intéressant de remarquer que ce résultat est un analogue du résultat présenté dans [HWW06]
où est étudié la quantité d’intrication dans un système bipartite de grande dimension.
Ensuite, si on considère des modèles d’algorithmes quantiques plus réalistes, basés sur des

circuits quantiques construits comme des séquences de portes quantiques tirées aléatoirement
dans un ensemble universel de portes, alors le résultat précédent concernant l’interférence se
trouve totalement applicable dès que le nombre de portes ng est suffisamment grand.
Finalement, il est suggéré que la construction de circuits aléatoires à partir de séquences

aléatoires de portes pourrait constituer un moyen efficace de créer des ensembles de matrices
aléatoires distribuées selon CUE. L’étude de l’efficacité de cette construction sera l’objet du
dernier chapitre.
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Chapitre 3
Statistique de l’interférence en présence de

décohérence

I. Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons démontré qu’un algorithme quantique, de taille suf-
fisamment grande et choisi au hasard, avait de grandes chances de contenir une quantité
d’interférence quantique, mesurée à l’aide de (1.17), proche de la valeur maximale admise.
Ces résultats ne s’appliquant qu’au cas précis d’une évolution purement unitaire, il est peut-
être intéressant de regarder l’effet de la décohérence et de la perte de l’unitarité associée sur
cette quantité d’interférence. Pour ce faire, nous allons dans ce chapitre considérer le cas d’un
système quantique couplé à un environnement thermique, l’interférence étant mesurée avec
(1.16). Comme dans le précédent chapitre, des calculs numériques aussi bien qu’analytiques
nous permettront d’obtenir des résultats sur le comportement de l’interférence dans ce type de
systèmes.

II. Statistique de l’interférence dans un système quantique

couplé à un spin

Dans cette partie nous allons considérer la propagation d’un système quantique de taille
fini interagissant avec un environnement lui même consistant en un autre système quantique
de taille fini. Le propagateur d’un tel système est une application complètement positive de
la matrice densité initiale représentant le système vers sa matrice densité finale [NC00]. Bien
qu’un environnement de dimension finie ne constitue pas un vrai bain thermique dans le sens
où il n’induit pas un comportement irréversible, l’étude du cas simplifié de dimension finie est
motivée en théorie de l’information quantique où on rencontre souvent des qubits auxiliaires
qui sont ajoutés à un registre quantique principal. L’autre avantage de ce type de modèle est
la possibilité de moyenner sur les degrés de liberté associés à l’environnement, ce qui mène dès
l’apparition de corrélations ou d’intrication entre système et environnement, à un mécanisme
de décohérence. Ainsi ce type de système est parfaitement adapté à l’étude de l’influence de la
décohérence sur l’interférence quantique. Pour ce type de systèmes, le choix de l’état initial de
l’environnement est la seule liberté possible et il convient pour notre étude de choisir cet état
initial comme un état thermique, état pouvant être vu comme le résultat de l’interaction de
l’environnement de taille finie avec son propre bain thermique. En choisissant l’environnement
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comme un seul spin initialement à l’équilibre thermique, nous allons voir que l’on peut obtenir
l’expression de l’interférence selon la mesure (1.16) et que cette expression permet d’obtenir
des informations statistiques dans le cas où le système et l’environnement suivent de manière
jointe une évolution unitaire .

II.1. Propagateur pour un application complètement positive

Soit un système bipartite séparé en un sous-système S (d’espace de Hilbert HS de dimension
n) et un environnement E (d’espace de Hilbert HE de dimension m). Notons respectivement
W et W ′ les matrices densité initiale et finale de ce système global. Nous choisissons un état
initial séparableW = σ⊗ǫ des matrices densité initiale σ et ǫ du système et de l’environnement,
respectivement. L’évolution temporelle du système global S+E dans l’espace de Hilbert produit
tensoriel HS ⊗HE de dimension N = n ×m, peut être considérée comme purement unitaire,
du moment où le système global est assimilable à un système fermé sur l’échelle de temps qui
nous intéresse. Cette évolution est entièrement caractérisée par une matrice unitaire U d’après
l’équation d’évolution de la matrice densité W ′ = UWU †. En composante cette équation s’écrit

W ′
α1α2,β1β2

=

n,m
∑

γ1,γ2,δ1,δ2

Uα1α2,γ1γ2Wγ1γ2,δ1δ2U
∗
β1β2,δ1δ2

où les indices 1 et 2 renvoient respectivement aux états de base du système et de l’envi-
ronnement. L’état final de la matrice densité réduite du système est obtenue en prenant
la trace partielle sur les indices de l’environnement, σ′ = TrEW

′, ou de manière explicite,
σ′α1β1

=
∑m

α2
W ′
α1α2,β1α2

. De (3.1) et de la matrice densité initiale pour le système global
Wγ1γ2 = ργ1δ1ǫγ2δ2 on obtient le propagateur du système S uniquement,

σ′α1β1
=

n
∑

γ1,δ1

Pα1β1,γ1δ1 σγ1δ1

où les composantes du propagateur sont données par

Pαβ,γδ =
m
∑

µ,ν,ρ

Uαµ,γνǫνρU
∗
βµ,δρ (3.1)

Ce propagateur P est un super-opérateur qui envoie l’opérateur densité initial σ sur l’opérateur
densité final σ′. Cette procédure garantit que le propagateur est bien une application complètement
positive et traduit bien une évolution physique consistante [NC00]. Comme attendu, P dépend
non seulement de U mais aussi de l’état initial de l’environnement ǫ. Pour obtenir des résultats
explicites, nous devons considérer des cas particuliers d’environnement. Nous commencerons
avec un seul spin, initialement à l’équilibre thermique puis généraliserons au cas à plusieurs
spins, également choisis comme initialement à l’équilibre thermique.

II.2. Interférence dans un système quantique couplé à un seul spin

Nous considérons la situation où l’environnement est une seul spin de taille (d−1)/2. L’espace
de Hilbert de cet environnement est donc de taille m = d. Nous nous plaçons dans le cas où les
niveaux d’énergie du spin sont équidistants, chaque niveau séparé de ses voisins par une énergie
~Ω, comme c’est le cas pour des atomes ou des noyaux placés dans un champ magnétique externe
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sous effet Zeeman linéaire. Dans sa base propre, les éléments de matrices de l’hamiltonien de
spin H(1) s’écrivent

H(1)
νρ = ~Ω ν δνρ (3.2)

où 1 ≤ ν ≤ d et ν− 1 est le nombre d’excitations du spin. Comme précédemment évoqué, nous
choisissons le spin initialement à l’équilibre thermique à la température T = 1

kBβ
, tel que sa

matrice densité s’écrit comme

ǫ =
e−βH

Tr(e−βH)
→ ǫνρ =

1

Z
e−β ~Ωνδνρ (3.3)

avec la fonction de partition définie par

Z ≡ Z(x) =
d
∑

ν

e−β ~Ων =
1− e−d x

ex − 1
, (3.4)

et x = β ~Ω. Le propagateur P se simplifie en,

Pαβ,γδ =
1

Z

d
∑

µ,ν

Uαµ,γνU
∗
βµ,δνe

−x ν . (3.5)

En injectant (3.5) dans (1.16), nous obtenons finalement l’expression pour l’interférence conte-
nue dans la propagation du système S,

I =
n
∑

α,γ 6=δ
|Pαα,γδ|2 =

1

Z2

n
∑

α,γ 6=δ
|

d
∑

µ,ν

Uαµ,γνU
∗
αµ,δνe

−x ν |2

=
1

Z2

n
∑

α,γ 6=δ

d
∑

µ,ν,ρ,σ

e−x (ν+σ)Uαµ,γνU
∗
αµ,δνU

∗
αρ,γσUαρ,δσ .

Nous sommes maintenant en mesure d’étudier les propriétés statistiques de I basée sur la
statistique de U . Dans le même ordre d’idée qu’au chapitre 2, sans connaissance particulière
sur l’évolution temporelle du système global (ou sur l’ensemble d’algorithmes spécifiques à
considérer), il est naturel de choisir U dans CUE, c’est à dire uniformément distribué par
rapport à la mesure de Haar dU du groupe unitaire U(N). Ainsi dans le cas limite où la
taille de l’environnement m tend vers un, nous nous attendons à retrouver les mêmes résultats
que ceux obtenus dans le chapitre 2 pour la statistique de l’interférence lors d’une évolution
purement unitaire.

II.3. Résultats numériques

Pour de petites dimensions n et m, on peut obtenir la distribution de l’interférence P (I)
numériquement. Pour ce faire nous avons produit de grands ensembles de matrices unitaires
aléatoires de taille N = n ×m distribuées selon CUE, en utilisant la paramétrisation de Hur-
witz [Hur97, PZK98]. Pour obtenir une statistique convenable, chaques ensembles contient 106

matrices pour le calcul des distributions. La figure (3.1) repésente P (I) pour des systèmes
avec des tailles de n = 2 à 4, couplés à des environnements de taille m = 1 à 4, ceci à une
température inverse choisie arbitrairement à x = 0.1. Dans le cas n = 2, où le calcul analy-
tique est possible pour m = 1 où P (I) = 1

2
√
1−I ) (cf. chapitre 1), les distributions sont très
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Figure 3.1.: Distributions de l’interférence représentés en échelle log-log, calculées
numériquement à x = 0.1 pour n = 2, 3, 4 (graphes (a), (b) et (c) respective-
ment). Dans chaque graphe m varie entre 1 et 4. Dans chaque cas le nombre de
réalisations statistiques vaut nr = 106.

10
-1

10
0

I

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

P(I)

(a)

4×10
-2

2×10
-1

1×10
0

I

10
-2

10
-1

10
0

10
1

P(I)

(b)

1×10
0

2×10
0

I

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

P(I)

(c)

Figure 3.2.: Fit des distributions P (I) calculées numériquement (courbes rouges) avec une
distribution log-normal (courbes noires pointillées) à x = 0.1 pour (n,m) =(4,2),
(4,4) et (8,2) (graphes (a), (b) et (c) respectivement). Tous les fits sont réalisés
pour les distributions numériques calculées avec nr = 106 excepté pour le premier
graphe (a) où le fit est réalisé par rapport à la distribution représentée par la
courbe bleue pour laquelle nr = 107.

larges. Pour des valeurs plus grandes de n, les distributions deviennent de plus en plus piquées
ainsi que de plus en plus symétriques par rapport à leur maximum, ceci en échelle log-log.
Les queues des distributions décrôıssent rapidement dans les cas non-unitaires (m 6= 1). Dans
chaque cas, nous observons que la valeur la plus probable pour I ainsi que la largeur du pic
décrôıssent avec m. Comme on s’y attend intuitivement, la décohérence due au couplage avec
l’environnement détruit l’interférence d’autant plus efficacement que l’environnement est de
grande taille. Pour m fixé, la distribution se comporte qualitativement comme au chapitre 2
dans le cas d’une propagation purement unitaire, c’est à dire avec une valeur maximale et une
moyenne de l’interférence augmentant avec n et une largeur de la distribution diminuant avec
ce même paramètre. Un changement dans la température se traduit essentiellement par un
décalage de la distribution. Ceci est dû au comportement de la valeur moyenne de l’interférence
avec la température comme nous le verrons dans la prochaine partie (cf. eq.(3.16)) et justifie le
fait d’avoir représenté les distributions pour la seule valeur arbitraire x = 0.1. La figure (3.2)
montre que P (I) est bien fittée par une distribution log-normal,

P (I) = 1

I
√
2πσ

exp

(

(log(I)− µ)2

2σ2

)

. (3.6)
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en particulier proche du maximum, alors que des déviations apparâıssent sur les bords de
la distribution. Notons que les bords de la distribution apparâıssent coupés sur les données
numériques mais que ceci n’est qu’un effet de taille fini du nombre de réalisations utilisées pour
les calculs. Cet effet numérique est visible par exemple pour (n,m) = (4, 2) où nous avons
poussé le nombre de réalisations, initialement fixé à 106, jusqu’à 107. Dans ce dernier cas, on
observe bel et bien que les coupures apparâıssent pour des valeurs de I plus éloignées de la
valeur moyenne.
Les distributions obtenues numériquement suggèrent que pour n > 2, P (I) est bien ca-

ractérisée par ces deux premiers moments. C’est pour cela que la suite de ce chapitre est consacré
aux résultats analytiques concernant ces deux premiers moments, permettant de confirmer de
manière quantitative les observations numériques faites dans cette partie.

II.4. Résultats analytiques

2.4.a. Interférence moyenne

Pour notre système, l’interférence moyenne 〈I〉 s’obtient a partir de (3.6),

〈I〉 =
1

Z2

n
∑

α,γ 6=δ

d
∑

µ,ν,ρ,σ

e−x (ν+σ)〈Uαµ,γνU∗αµ,δνU∗αρ,γσUαρ,δσ〉 (3.7)

où 〈 .〉 ≡
∫

dU(.) correspond à la moyenne sur le groupe unitaire U(N). Pour des monômes
composés d’un nombre relativement faible de facteurs Uαµ,γν , leurs moyennes peuvent être ob-
tenues par la technique d’intégration invariante introduite dans [AL03, AL04, Bra06], technique
qui permet d’obtenir certaines formules utilisées dans le précédent chapitre. Cette technique
permet une écriture et une manipulation de ces valeurs moyennes de monômes en termes dia-
grammatiques (cf. Appendice A). Ainsi en terme de diagramme l’équation précédente s’écrit

I =
1

Z2

n
∑

α,γ 6=δ

d
∑

µ,ν,ρ,σ

e−x (ν+σ) αρ

αµ

δσ
γσ
δν
γν

(3.8)

Nous renvoyons à l’annexe A pour une explication et une dérivation détaillée de l’écriture
en terme de diagrammes. Nous résumons cependant ici ses points principaux : par soucis de
simplicité, notons les composantes comme il se fait habituellement avec des indices romains (i,
j, etc). Chaque indice de ligne (colonne) apparâıssant dans les éléments de matrices du monôme
moyenné est représenté par des points sur la droite (gauche). Un facteur Uij est représenté par
une ligne fine pointillée reliant les points i et j tandis qu’un facteur complexe conjugué U∗kl
est représenté par une ligne fine continue entre les points k et l. Quand un élément de matrice
apparâıt avec une multiplicité t, une seule ligne est dessinée avec la valeur t indiquée à proximité.
Un facteur réel du style |Uij|2 est représenté par une ligne continue épaisse, pouvant aussi avoir
une certaine multiplicité. Dans [AL03] (cf. Appendice A), il est montré que l’invariance de la
mesure de Haar dU sous des transformations unitaires arbitraires, engendre deux propriétés
majeures pour ces moyennes de monômes. En terme diagrammatique, ces propriétés expriment
que :

(a) La valeur d’un diagramme ne dépend pas de la valeur spécifique de ces points mais
seulement de sa forme, c’est à dire de la manière dont les points sont connectés entre eux.
Ceci signifie qu’un diagramme peut être dessiné sans spécifier explicitement la valeur de
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ces points. Par exemple,

〈U11U
∗
11U12U

∗
12〉 = 〈U24U

∗
24U26U

∗
26〉 = . (3.9)

(b) Si pour au moins un point dans le diagramme, le nombre de lignes fines continues
connectées à ce point diffère du nombre de lignes pointillées, alors la valeur du diagramme
est zéro. Par exemple,

〈U11U
∗
12U

∗
23U24〉 = = 0 (3.10)

〈U11U
∗
12U21U

∗
22〉 = 6= 0 . (3.11)

Dans l’équation (3.8), les sommes sur tous les indices de lignes et de colonnes font apparâıtre
différentes formes de diagrammes, dépendant de la manière dont certains points cöıncident.
Cependant de nombreuses configurations sommées correspondent à des diagrammes de valeur
nulle (d’après la propriété b). Les seules configurations qui contribuent sont celles dont les points
(γν) et (δν) cöıncident respectivement sur les points (γσ) et (δσ), c’est à dire les configurations
telles que ν = σ. De ce fait l’expression pour 〈I〉 se réduit à

〈I〉 =
1

Z2

n
∑

α,γ 6=δ

d
∑

µ,ν,ρ

e−2x ν
αρ

αµ

δν

γν
(3.12)

=
1

Z2

n
∑

α,γ 6=δ

(

d
∑

ν

e−2x ν
)(

d
∑

µ=ρ

αµ

δν

γν

+
d
∑

µ 6=ρ

αρ

αµ

δν

γν

)

.(3.13)

Arrivé à ce stade, seulement deux types de diagrammes se révèlent nécessaires, et puisque
d’après la propriété (a) leurs valeurs ne dépendent pas des indices de sommations , on a

〈I〉 =
Z(2x)

Z2(x)
n2(n− 1)

(

d + d(d− 1)
)

. (3.14)

Les valeurs pour ces deux diagrammes sont calculées dans [AL03],

=
1

N(N + 1)

=
1

N(N2 − 1)
.

Le préfacteur peut être réécrit comme

h(x) ≡ Z(2x)

Z2(x)
= coth(dx/2) tanh(x/2), (3.15)

et finalement on obtient en fixant d = m,

〈I(n,m, x)〉 = coth(
mx

2
) tanh(

x

2
)
nm(n− 1)2

(n2m2 − 1)
. (3.16)
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Voici un des résultats analytiques centraux de cette thèse que nous allons discuter en détail.
Premièrement, on observe que la dépendance en température est entièrement contenue dans

le préfacteur h(x). Ces limites pour x→ 0 et x→ ∞ sont respectivement 1/m et 1 et on peut
vérifier que dh(x)/dx est toujours positif sur [0,∞[, signifiant que le préfacteur augmente de
manière monotone sur cet intervalle. Ainsi pour une taille de système donnée, l’interférence
moyenne décrôıt pour une augmentation de la température de l’état initial de l’environnement,
comme on s’y attend intuitivement et comme on l’observe numériquement. Seule la dimension
de l’environnement m = d intervient dans la dépendance en température. En fait, ceci est
vrai pour tous les moments de P (I), cette dépendance en température étant contenue dans le
facteur exp(−xν) qui est toujours sommé sur ν = 1, . . . ,m.
Dans le cas particulier m = 1 (se qui entrâıne n = N), nous retrouvons comme attendu

l’expression (2.9) pour une propagation purement unitaire :

〈I(n, 1, x)〉 = N(N − 1)2

N2 − 1
=
N(N − 1)

N + 1
= 〈IU(N)〉 . (3.17)

Dans ce cas, aucune intrication ou corrélations avec l’environnement ne peuvent intervenir,
l’unique état de l’environnement se factorisant, de manière à ce que la dynamique du système
S reste entièrement unitaire.
Contrairement à ce qu’on pourrait attendre näıvement, le résultat du cas unitaire n’est pas

retrouvé à température nulle, x→ ∞. A la place nous trouvons

lim
x→∞

〈I(n,m, x)〉 =
N(n− 1)2

N2 − 1
, (3.18)

et où nous rappelons que N = n×m. Pour n≫ 1 et m fixes, nous avons comme comportement
asymptotique

〈IU(n)〉 = n− 2 +O
(

1

n

)

(3.19)

〈I(n,m, x→ ∞)〉 =
n− 2

m
+O

(

1

n

)

≃ 〈IU(n)〉
m

(3.20)

Ainsi pour n≫ 1, l’interférence moyenne se comporte comme dans le cas unitaire, linéairement
avec le taille du système, mais diminuée approximativement par un facteur m. La raison de
cette réduction est due au fait que même si l’environnement est dans son état fondamental (car
T=0), la dynamique unitaire commune engendre de l’intrication entre les deux sous-systèmes
S et E , de telle façon qu’après l’opération de trace partielle sur l’environnement, il en résulte
l’évolution non-unitaire de S. Par conséquent la perte de cohérence se manifeste elle-même par
la réduction de l’interférence moyenne. Dans la limite opposée de température infinie, x → 0,
le préfacteur h(x) engendre une réduction supplémentaire par un autre facteur m,

lim
x→0

〈I(n,m, x)〉 =
n(n− 1)2

N2 − 1
. (3.21)

La réduction additionnelle est aussi visible dans le développement asymptotique pour n ≫ 1,
qui donne dans ce cas

〈I(n,m, x = 0)〉 =
n− 2

m2
+O

(

1

n

)

≃ 〈IU(n)〉
m2

. (3.22)
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Pour m≫ 1 et n fixés on obtient

〈I(n,m, x→ ∞)〉 =
(n− 1)2

nm
+O

(

1

m3

)

(3.23)

〈I(n,m, x = 0)〉 =
(n− 1)2

nm2
+O

(

1

m3

)

. (3.24)

Les relations (3.23) et (3.24) illustrent que pour n > 1 fixé, 〈I〉 décrôıt comme 1/m (1/m2) pour
une température nulle (température infinie). Sur la figure (3.3) est représentée 〈I(n,m, x)〉 pour
différentes températures en fonction de n et m. On observe que pour une température donnée,
〈I(n,m, x)〉 crôıt avec n, mais décrôıt avec m. Pour n grand, avec m et x fixés, l’augmentation
est essentiellement proportionnelle à n, comme dans le cas unitaire, avec un taux réduit par un
facteur h(x)/m. Pour m grand, avec n et x fixés, la décrôıssance de 〈I(n,m, x)〉 se comporte

grossièrement comme 1/m avec un préfacteur (ex−1)2
e2x−1

n(n−1)2
n2 . Plus généralement, un augmenta-

tion dans la dimension de l’environnement fait diminuer l’interférence moyenne comme une loi
de puissance. Sur la figure (3.3) cette loi de puissance évolue entre m−2 pour x = 0.001 jusqu’à
m−1 pour x=10 et n fixé. Cependant, on ne doit pas conclure, qu’un système système quantique
couplé à un bain thermique de dimension infinie ne manifeste pas d’effet d’interférence quan-
tique. En effet, il faut bien garder à l’esprit que dans notre modèle, le couplage entre le système
et son environnement est de manière générique un couplage fort, dans le sens où l’évolution
unitaire globale représenté par l’opérateur U , ne fait aucunement la distinction entre les deux
sous-systèmes S et E . En d’autre terme on ne fait pas de découpage entre des hamiltoniens
bien distincts pour le système, pour l’environnement et pour le couplage. Il est donc naturel
qu’un tel couplage fort détruise la cohérence et donc l’interférence alors que le situation peut
se révéler différente dans le cas d’un couplage faible.

2.4.b. Second moment de la distribution d’interférence

Pour apprécier la largeur de la distribution d’interférence en fonction de m,n et x, nous
pouvons calculer le second moment de P (I). En prenant le carré de l’expression (3.6) il suit

I2 =
1

Z4

n
∑

α,γ 6=δ

n
∑

a,g 6=d

d
∑

µ,ρ,p,r

d
∑

ν,σ,q,s

e−x (ν+σ+n+s)Uαµ,γνU
∗
αµ,δνU

∗
αρ,γσUαρ,δσU

∗
ap,gqUap,dqUar,gsU

∗
ar,ds

Cette expression peut être traitée de la même manière que l’expression obtenue précédemment
pour l’interférence moyenne, en moyennant sur le groupe U(N) et en utilisant l’écriture dia-
grammatique. Le fait que huit facteurs U apparâıssent, rend le calcul analytique de 〈I2〉 plus
difficile. Comme nous allons le voir, 19 diagrammes sont nécessaires pour mener le calcul jus-
qu’au bout. Par soucis de clarté, nous ne développerons dans cette partie, que la ligne principale
pour le réaliser, les détails précis étant rassemblés dans les annexes B et C.
La première étape est d’introduire de nouvelles notations et conventions d’écriture pour

simplifier et raccourcir l’allure des expressions mathématiques :
1 Pour les six indices relatifs à S, on remplace (α, γ, δ, a, g, d) par (α1, α2, α3, α4, α5, α6).
2 Nous faisons une chose similaire pour les huit indices relatifs à E en remplaçant
(µ, ρ, p, r, ν, σ, q, s) par (µ1, µ2, µ3, µ4, µ5, µ6, µ7, µ8).

3 En ce qui concerne les éléments de matrices, nous abandonnons les lettres redondantes α et
µ qui n’apportent aucune information. De ce fait, un élément de matrice Uαiµj ,αkµl s’écrit
maintenant Uij,kl et U11,11 ne doit alors plus être considéré comme le premier élément de
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Figure 3.3.: Graphe de contour de ln(〈I(n,m)〉) pour x=0.001, 0.01, 0.1 et 10 (d’en haut à
gauche à en bas à droite), pour n et m entre 2 et 1024. La distance entre les
contours vaut 2 et la ligne rouge pointillée indique que le contour ln(〈I(n,m)〉) =
0. Les valeurs augmentent avec les tons de couleurs allant du sombre au clair.

la matrice U mais comme l’élément de composantes (α1µ1, α1µ1). On rappelle que tous les
indices α (µ) prennent leur valeur entre 1 et n (m), respectivement.

4 Les contraintes γ 6= δ et g 6= d qui s’écrivent maintenant α2 6= α3 et α5 6= α6 sont implicites
et ne sont donc pas notées a priori.

5 Pour les sommes on introduit la notation {αi, µj} pour dénoter l’ensemble de tous les
indices qui apparâıssent explicitement dans le sommant comme indices d’éléments de ma-
trice (ou de manière équivalente comme points sur un diagramme), à l’exception des indices
qui apparâıssent explicitement sous un autre signe somme dans la même expression. Par
exemple dans le cas

∑

{αi,µj}
∑

µ5,µ7
, la première somme est sur tous les indices α et µ qui

apparâıssent dans le sommant, à l’exception des indices µ5 et µ7, considérés séparément.
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Avec ces notations, 〈I2〉 s’écrit

〈I2〉 =
1

Z4

(n,m)
∑

{αi,µj}
e−x (µ5+µ6+µ7+µ8)〈U11,35U

∗
11,45U

∗
12,36U12,46U

∗
23,57U23,67U24,58U

∗
24,68〉 (3.25)

=
1

Z4

(n,d)
∑

{αi,µj}
e−x (µ5+µ6+µ7+µ8)

2,4

2,3

1,2

1,1

6,8
5,8
6,7
5,7
4,6
3,6
4,5
3,5

. (3.26)

Insistons à nouveau sur le fait que les indices de U qui apparâıssent dans l’expression (B.1)
sont des indices d’indices, c’est à dire que par exemple U11,35 ≡ Uα1µ1,α3µ5 . Comme pour
l’équation (3.7), les seules configurations non-nulles se manifestent pour des diagrammes sans
branches ouvertes. Elles correspondent aux trois contraintes distinctes suivant pour les in-
dices de sommations : µ5 = µ6 et µ7 = µ8, ou α3 = α5, α4 = α6, µ5 = µ7, et µ6 = µ8, ou
α3 = α6, α4 = α5, µ5 = µ8, et µ6 = µ7. Ces contraintes donnent les trois sommes suivantes,

〈I2〉 =
1

Z4

(

(n,m)
∑

{αi,µj}

m
∑

µ5,µ7

e−2x (µ5+µ7)
2,4
2,3
1,2
1,1

6,7
5,7
4,5
3,5

+

(n,m)
∑

{αi,µj}

n
∑

α3,α4

m
∑

µ5 6=µ6

e−2x (µ5+µ6)
2,4
1,2
2,3
1,1

4,6
3,6
4,5
3,5

+

(n,m)
∑

{αi,µj}

n
∑

α3,α4

m
∑

µ5 6=µ6

e−2x (µ5+µ6)
2,3
1,2
2,4
1,1

4,6
3,6
4,5
3,5

)

. (3.27)

Les deux derniers termes sont égaux comme on peut le voir en échangeant les indices α3 ↔ α4,
ce qui simplifie l’expression en

〈I2〉 =
1

Z4

(

(n,m)
∑

{αi,µj}

m
∑

µ5µ7

e−2x (µ5+µ7)
2,4
2,3
1,2
1,1

6,7
5,7
4,5
3,5

+ 2

(n,m)
∑

{αi,µj}

n
∑

α3α4

m
∑

µ5 6=µ6

e−2x (µ5+µ6)
2,4
1,2
2,3
1,1

4,6
3,6
4,5
3,5

)

≡ 1

Z4
(A+ 2B) . (3.28)

Les termes A et B dépendent de 19 diagrammes différents qui peuvent être calculés par
intégration invariante (les valeurs exactes et les relations utilisées pour calculer ces diagrammes
sont répertoriées dans l’appendice C) . Pour A on a

A =

(n,m)
∑

{αi,µj}

m
∑

µ5,µ7

e−2x (µ5+µ7)
2,4
2,3
1,2
1,1

6,7
5,7
4,5
3,5

(3.29)

=

(n,m)
∑

{αi,µj}

(

m
∑

µ5=µ7

e−4xµ5
2,4
2,3
1,2
1,1

6,5
5,5
4,5
3,5

+
m
∑

µ5 6=µ7

e−2x (µ5+µ7)
2,4
2,3
1,2
1,1

6,7
5,7
4,5
3,5

)

(3.30)

=

(n,m)
∑

{αi,µj}

(
2,4
2,3
1,2
1,1

6
5
4
3

(
m
∑

µ5=µ7

e−4xµ5) +
2,4
2,3
1,2
1,1

6̄
5̄
4
3

(
m
∑

µ5 6=µ7

e−2x (µ5+µ7))
)

(3.31)

=

(n,m)
∑

{αi,µj}

(

f(x)
2,4
2,3
1,2
1,1

6
5
4
3

+ g(x)
2,4
2,3
1,2
1,1

6̄
5̄
4
3

)

. (3.32)
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QUANTIQUE COUPLÉ À UN SPIN

A partir de (3.31), alors que sur le côté gauche des diagrammes les indices µ1 . . . µ4 apparâıssent
encore explicitement, on remarque que les indices sur le côté droit renvoient maintenant seule-
ment à un seul indice α et qu’ils peuvent être barrés. Ceci est encore une simplification
d’écriture. Un point barré est un point qui ne peut pas se confondre avec un point normal
même si leurs valeurs correspondantes sont les mêmes. Explicitement, les points notés 5̄ et 6̄
s’écrivent respectivement α5, µ5 et α6, µ7 pour µ5 6= µ7. Ainsi la restriction µ5 6= µ7 implique
que les deux points supérieurs ne peuvent pas se confondre avec les deux en position inférieure.
En d’autre terme, les points normaux et barrés ne peuvent fusionner qu’avec des points du
même type. Rappelons aussi que la contrainte α5 6= α6 est implicite dans ces expressions. Les
fonctions f(x) et g(x) sont définies par

f(x) =

(

1− e−4x d

e4x − 1

)

= Z(4x) (3.33)

g(x) = e−6x
(

1− e−2x d

1− e−2x

)(

1− e−2x (d−1)

1− e−4x

)

= Z2(2x)− Z(4x) . (3.34)

Toutes ces notations, simplifications et définitions nous permettent maintenant de parvenir à
l’expression analytique de 〈I2〉. Le reste du calcul consiste à effectuer une par une les sommes
puis à identifier tous les poids des configurations. Le développement explicite de A et B donne
finalement

〈I2〉 = n

Z4

[

f(x)
(

A1+(n−1)A3

)

+g(x)
(

A2+(n−1)A4+n(n−1)B1+n(n−1)2B2

)]

. (3.35)

Ici le paramètre d dans les fonctions f et g est d = m. Les termes Ai et Bi sont définis et
calculés explicitement dans l’appendice B. Ils ne dépendent que de n et m.

Dans le cas m = d = 1 (n = N) tous les préfacteurs m[i] (cf. Appendice B) sont nuls si i ≥ 1.
Avec les mêmes paramètres que pour (3.33,3.34), f(x) = Z = 1, et g(x) = 0. Ainsi l’expression
(3.35) de 〈I2〉 se simplifie considérablement,

〈I2〉 =
(

NA1 +N(N − 1)A3

)

=
(

N
(

N [3] + 4N [2]
2

+ 2N [1]
2

2

)

+N(N − 1)
(

N [3] + 4N [2] + 2N [1]
)

)

=
N (N3 − 5N + 8)− 4

(N + 1)(N + 3)
.

Comme attendu, on récupère l’expression (2.12), obtenue au chapitre précédent, de l’écart qua-

dratique moyen σI =
2

N+1

√

N−1
N+3

dans le cas d’une propagation purement unitaire.

Sur la figure (3.4) est représenté l’écart quadratique moyen de la distribution de I, σI(n,m, x) =
(〈I2〉−〈I〉2)1/2 pour quatre températures différentes en fonction de n etm. Pour une température
donnée, σI(n,m, x) décrôıt avec n et m. Le graphe de contour en échelle log-log-log montre que
cette décrôıssance se comporte comme une loi de puissance aussi bien en n qu’en m. Les ex-
posants correspondants peuvent être obtenus en faisant le développement asymptotique de
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l’expression de la variance var(n,m, x) = σ2
I(n,m, x) pour n ≫ 1 ou pour m ≫ 1, dans les

limites de températures nulle ou infinie. Pour m fixé et n≫ 1 on obtient

var(n,m, x→ ∞) =
2(m− 1)2

nm4
− 4(m4 − 3m3 + 3m2 − 5m+ 3)

m6n2
+O

(

1

n3

)

(3.36)

var(n,m, x = 0) =
2(m2 − 1)

nm6
+

8− 4m4

m8n2
+O

(

1

n3

)

. (3.37)

Ceci doit être comparé au cas unitaire, dans lequel le développement asymptotique s’écrit
varU(n) =

4
n2 +O

(

1
n3

)

, comme on peut le voir facilement à partir de (3.36) et (3.37) en prenant
m = 1 (voir aussi relation (2.12) du chapitre précédent). On remarque que la variance décrôıt
plus lentement en fonction de n en présence de décohérence, c’est à dire comme 1/n au lieu de
1/n2 dans le cas unitaire. En d’autres termes, la décohérence tend à ralentir la propriété qu’a la
distribution à devenir très piquée et étroite pour n grand. La diminution en loi de puissance de
n implique cependant que même dans le cas non-unitaire, la distribution d’interférence devient
pour n ≫ 1 une distribution très piquée et étroite centrée autour de l’interférence moyenne,
qui elle-même augmente avec n d’après les équations (3.18) et (3.21)).

Le développement asymptotique de var(n,m, x) en fonction de m≫ 1 pour n fixé donne

var(n,m, x→ ∞) =
2(n− 1)2

n3m2
+O

(

1

m3

)

(3.38)

var(n,m, x = 0) =
(n− 1)2

n3m4
+O

(

1

m6

)

. (3.39)

Dans ce cas aussi, une augmentation de la taille de l’environnement amincit la distribution d’in-
terférence. Cependant, d’après (3.23,3.24), l’interférence moyenne décrôıt comme 1/m (1/m2)
pour x→ ∞ (x→ 0). Il est intéressant de noter que dans ce cas, la largeur relative, c’est à dire
l’écart quadratique moyen divisé par la valeur moyenne, est asymptotiquement indépendant de
la taille de l’environnement.

Les résultats numériques de la section II.3 sont en très bon accord avec les résultats analy-
tiques, comme on peut le voir sur le tableau (3.1) où sont comparées les moyennes et les écarts
quadratiques moyens obtenus numériquement avec leurs valeurs analytiques correspondantes,
ceci pour des tailles données.

n m 〈I〉 (num.) 〈I〉 (ana.) σI (num.) σI (ana.)
4 2 0,57279 0,57286 0,11728 0,11719
4 4 0,14296 0,14293 0,03260 0,03255
4 8 0,03702 0,03702 0,00864 0,00864
8 2 1,54120 1,54109 0,09022 0,09409
8 4 0,38796 0,38796 0,02670 0,02666

Table 3.1.: Comparaisons entre les valeurs numériques et analytiques de 〈I〉 et σI . Toutes les
valeurs sont arrondies jusqu’au cinquième chiffre après la virgule.
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Figure 3.4.: Graphe de contour de ln(σI(n,m)) Pour x =0.001, 0.01, 0.1 et 10 (d’en haut à
gauche à en bas à droite), pour n et m entre 2 et 1024. La distance entre les
contours vaut 2 et la ligne rouge pointillée indique que le contour ln(〈I(n,m)〉) =
−10, excepté pour le dernier graphe où la distance entre les contours vaut 1 et
la ligne rouge pointillée indique ln(σI(n,m)) = −6. Les valeurs augmentent avec
les tons de couleurs allant de sombres à clairs.

III. Interférence dans un système quantique couplé à

plusieurs spins

Dans cette section, nous généralisons les calculs analytiques précédents dans la situation où
l’environnement est constitué de s spins indépendants, chacun ayant d niveaux d’énergie espacés
de ~Ω. Dans ce cas précis, l’environnement a une dimension de m = ds. Le hamiltonien d’un
tel système quantique s’écrit

H(s) =
s
∑

k=1

H
(1)
k , (3.40)
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où H
(1)
k est le hamiltonien du spin k (cf eq.(3.2)). Les composantes de H(s) dans sa base propre

sont

H(s)
νρ = ~Ω

(

s
∑

k=1

νk

)

δνρ (3.41)

avec comme notation pour les indices ν = (ν1, ν2, ..., νs) et ρ = (ρ1, ρ2, ..., ρs)

La matrice densité de l’état thermique de ce système factorise comme ǫ(s) = ǫ(s) = ǫ(1)⊗s, ce
qui donne en terme de composantes

ǫ(s)νρ =
e−xS(ν)δνρ

Zs
(3.42)

avec x = β~Ω, S(ν) =
∑s

k=1 νk, et où Z est la fonction de partition de l’état thermique d’un
unique spin, introduite dans la section précédente. Grâce à cette propriété de factorisation
de la matrice densité ǫ(s), généraliser le calcul précédent dans le but d’obtenir les expressions
de < I > et < I2 > pour ce type d’environnement n’est pas difficile. Pour ceci, il suffit de
remplacer Z par Zs dans les équations (3.14), (3.33), et (3.34), en prenant d = ms au lieux de
d = m. Ceci est à nouveau une conséquence du fait que la valeur d’un diagramme ne dépend
pas de la valeur de ces points. De ce fait, même si les diagrammes portent des valeurs de points
issues d’indice composite reflétant la nature composite de l’environnement, leurs valeurs restent
les mêmes que dans le cas à un seul spin. Seules leurs multiplicités et les facteurs de dépendance
en température sont modifiés. Comme les spins sont choisis comme non interagissant entre eux,
la somme sur le facteur thermique donne juste une puissance du facteur thermique à un seul
spin, de la même manière que pour l’expression de la fonction de partition. Cela signifie que les
fonctions f et g sont modifiées selon

f(x) →
∑

µ

e−4xS(µ) =
d
∑

µ1

...
d
∑

µs

e−4xµ1 ...e−4xµs = Zs(4x) = f s(x)

g(x) →
∑

µ 6=ν
e−2x(S(µ)+S(ν)) =

∑

µ,ν

e−2x(S(µ)+S(ν)) −
∑

µ

e−4xS(µ) = Zs(2x)− Zs(4x) .

Les expressions pour 〈I〉 et 〈I2〉 deviennent

〈I〉 = n2(n− 1)hs(x)
(

d + d(d− 1)
)

(3.43)

=
(

coth(
dx

2
) tanh(

x

2
)
)s(nds(n− 1)2

n2d2s − 1

)

, (3.44)

〈I2〉 =
n

Z4s

[

f s(x)
(

A1 + (n− 1)A3

)

+gs(x)
(

A2 + (n− 1)A4 + n(n− 1)B1 + n(n− 1)2B2

)]

. (3.45)

Ici l’argument m dans les termes Ai et Bi des expressions (3.43,3.45) est m = ds. Cela signifie
que s spins de taille (d − 1)/2 agissent de manière très similaire qu’un seul spin de taille
(ds−1)/2, sur les deux premiers moments de P (I). La seule différence provient des préfacteurs
dépendants de la température f(x), g(x) et h(x). Pour un seul spin de taille (ds − 1)/2, le
paramètre d dans les équations (3.15,3.33,3.34) est donné par la dimension de l’environnement
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m = ds, mais dans les équations (3.43,3.45) nous avons s = 1 pour un seul spin. Pour s spins
de taille (d− 1)/2, dans les équations (3.15,3.33,3.34), la dimension reste d, est s est le nombre
de spins dans (3.43,3.45). Pour finir notons que dans les deux limites x → 0 et x → ∞ les
expressions cöıncident : à température nulle ou à température infinie, un environnement de s
spins de taille (d− 1)/2 et un environnement d’un seul spin de taille (ds − 1)/2, influencent de
la même manière le comportement statistique de l’interférence dans un système quantique fini,
du moins en ce qui concerne les deux premiers moments de la distribution de l’interférence.

IV. Conclusion partielle

Dans ce chapitre nous avons analysé quantitativement comment l’interférence quantique est
affectée par la décohérence. Le modèle étudié est celui d’un système quantique couplé à un
environnement, l’ensemble évoluant de manière jointe selon une évolution unitaire. En nous
basant sur le modèle statistique dans lequel l’évolution du système global est choisi dans l’en-
semble de matrices aléatoires CUE, nous avons montré que l’interférence moyenne augmente
approximativement linéairement avec la dimension n de l’espace de Hilbert associé au système,
mais décrôıt comme une puissance de la dimension m de l’espace de Hilbert associé à l’environ-
nement. Cette puissance dépend de la température initiale de l’environnement, la décrôıssance
se comportant comme 1/m2 pour T = 0 et comme 1/m3 pour T → ∞. De son côté, la lar-
geur de la distribution décrôıt plus lentement quand la décohérence devient importante, ceci
comme 1/

√
n (au lieu de 1/n dans le cas unitaire) pour m fixé. De ce fait comme dans le

cas sans décohérence, pour n ≫ 1 et m fixé, la distribution de l’interférence devient un pic
très fin centré sur la valeur moyenne. Numériquement, nous avons observé que la distribution
d’interférence est bien fittée par une distribution log-normale pour n suffisamment grand. Ceci
implique que le nombre de i-bits (concept introduit dans [BG06]) est en bonne approximation
distribuée selon une loi normale.
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Chapitre 4
L’information quantique au service de la

production de matrices aléatoires

Dans ce chapitre nous allons exposer les résultats numériques montrant comment l’ensemble
UCE, introduit dans le chapitre 2, reproduit efficacement diverses quantités statistiques propres
à l’ensemble CUE, telle la distribution (du logarithme du module carré) des éléments de matrice,
les moments jusqu’à l’ordre 16 de la distribution du module carré des éléments de matrice et
les corrélations jusqu’a l’ordre 16 entre éléments d’une même colonne. Ces résultats numériques
poussés jusqu’à de grandes tailles de matrices (28 qubits pour la distribution, 15 qubits pour
les moments et les corrélations) montrent que ces quantités sont reproduites efficacement dans
le sens où le nombre de portes nécessaires pour reproduire ces quantités avec une précision
arbitraire ǫ n’évolue pas plus vite que nq ln(nq/ǫ)

I. Généralités et motivations

I.1. Opérateurs pseudo-aléatoires et circuits quantiques aléatoires

Les matrices aléatoires unitaires jouent un rôle important dans de nombreuses taches reliées
au traitement quantique de l’information tels que le quantum data hiding [PWM02], la dis-
tinction d’état quantique [Sen05], le chiffrement quantique [AS04], le superdense coding d’états
quantiques [HHL04] ainsi que l’estimation du bruit [ELL05]. Dans toutes ces applications un
ensemble aléatoire de matrices unitaires U de taille N ×N distribuées uniformément par rap-
port à la mesure de Haar du groupe unitaire de dimension N (l’ensemble unitaire circulaire
ou CUE) est nécessaire [Meh91]. En principe, toute matrice unitaire agissant sur les vecteurs
d’un espace de Hilbert de dimension N = 2nq de nq qubits peut être approximée avec une
précision arbitraire en utilisant un ensemble universel de portes quantiques agissant sur un ou
deux qubits en même temps [Deu85, DiV95, SW95, BBC95, Bar95]. Cependant, comme une
matrice unitaire contient N2 paramètres réels indépendants, le nombre de portes ng nécessaires
pour la construire augmente exponentiellement avec le nombre de qubits. Plus précisément,
O (N2(lnN)3) portes sont nécessaires pour approximer tous les éléments de matrice de U en
utilisant un ensemble universel de porte fixé [NC00]. Ceci rend la construction des ensembles de
matrices aléatoires distribuées précisément par rapport à la mesure de Haar du groupe unitaire,
hautement inefficace. Une des méthodes explicites pour la construction de matrice CUE, bien
qu’inefficace, se base sur la paramétrisation de Hurwitz utilisé au chapitre 2 et 3 (Voir [PZK98]).
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Dans un papier fondateur, Emerson et.al ont introduit le concept d’opérateurs unitaires
pseudo-aléatoires, c’est à dire celui d’opérateurs unitaires aléatoires distribués selon une distri-
bution qui imite une distribution uniforme par rapport à la mesure de Haar de U(N) [EWS03].
La construction de ces opérateurs est motivée par des idées provenant du chaos quantique.
En effet, si on considère un système classique intégrable, la statistique des niveaux d’énergie
de la version quantifiée du système suit approximativement une statistique poissonnienne. En
contre-partie la statistique de niveau d’énergie de la version quantique d’un système chaotique,
suit approximativement celles associées à des matrices aléatoires. Dans [EWS03] la construc-
tion se base sur un circuit quantique consistant en des rotations U(2) aléatoires sur chaque
qubit, suivit par une porte à deux qubits qui implémente une interaction de type Ising entre
proches voisins. Ils montrent que ce circuit produit des matrices unitaires dont la distribution
des éléments converge exponentiellement avec le nombre de portes quantiques sur la distri-
bution bien connue des éléments de matrice de CUE [Haa00]. Plus tard, Emerson, Livine et
Lloyd ont montré que la distribution de probabilité jointe des éléments de matrice d’un produit
d’opérateurs unitaires créé par un circuit quantique aléatoire (composé d’un ensemble universel
continu ou discret), converge exponentiellement avec le nombre de portes vers celle de CUE
[ELL05]. Cependant cette convergence se fait avec un taux qui diminue exponentiellement
avec le nombre de qubits, ceci laissant ouverte la question sur l’efficacité de la construction
d’opérateur unitaire pseudo-aléatoire avec de telles méthodes. De plus, la distribution P (Uij)
des éléments de matrice contient seulement une petite quantité d’information comparée à la
distribution de probabilité jointe dans son entier. Ainsi il n’est pas clair dans la manière dont
les corrélations entre éléments de matrice convergent vers leur valeur CUE équivalentes.

Différentes statistiques ont été étudiées pour différents types d’ensembles de circuits aléatoires.
Par exemple dans [Ž07] l’efficacité pour générer de l’intrication bipartite entre deux sous-
systèmes a été étudié numériquement pour un circuit quantique composé de portes U(4), cha-
cune étant le produit d’une porte fixe à deux qubits fixe et de deux portes à un seul qubit tirées
aléatoirement de manière uniforme par rapport à la mesure de Haar de U(2). Dans ces travaux,
une convergence exponentielle est observée avec un taux qui se comporte avec le nombre de
qubits comme nq lnnq. Oliveira et.al ont introduit une technique basée sur les châınes de Mar-
kov pour analyser le même genre de question et ils ont trouvé une borne supérieure de O(n3

q)
portes quantique nécessaires pour atteindre une précision (absolue) donnée ǫ pour la moyenne
de la quantité d’intrication bipartite [ODB07, DOB07]. Finalement la raison de notre intéret
pour ce genre de sujet dans cette thèse provient des travaux du chapitre 1 sur la distribu-
tion d’interférence I entre le modèle de circuit aléatoire UCE (et OCE) et les ensembles CUE
(respectivement HOE).

I.2. Théorie des k-design

D’un autre côté l’étude des opérateurs pseudo-aléatoires, est en étroite relation avec la
théorie des k-designs. Différentes définitions équivalentes existent et par exemple Dankert et.al
définissent un k-design unitaire comme un ensemble discret G = {U(j)} de k matrices unitaires
de taille N tel que pour n’importe quel polynôme P d’élément de matrice de degré égal ou
inférieur à k, on ait

1

k

k
∑

j=1

P(U(j)) =

∫

(dU)P(U) (4.1)
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où (dU) est la mesure de Haar de U(N). Ils définissent aussi un k-design ǫ–approximé par

(1− ǫ)

∫

(dU)P(U) ≤ 1

k

k
∑

j=1

P(U(j)) ≤ (1 + ǫ)

∫

(dU)P(U) (4.2)

[DCEL06]. Récemment Harrow et.al ont montré qu’un circuit aléatoire de taille polynomiale
en nq mène à un 2-design ǫ–approximé. En fonction de l’ensemble de portes utilisé, le nombre
ng nécessaire pour atteindre une précision donnée ǫ se comporte comme O (nq(nq + log 1/ǫ))
ou comme O (nq ln(nq/ǫ)). Ils conjecturent qu’un circuit aléatoire sur nq qubits composé de
poly(nq, k) portes à deux qubits aléatoires choisies dans un ensemble universel est un k–
design ǫ–approximé [HL08]. Les résultats précédents, impliquent que des circuits aléatoires
peuvent efficacement reproduire les moyennes typiques de CUE des termes du type |Uij|2, |Uij|4
et |UijUkl|2 (Les termes du type UijU

∗
kl moyennés sur CUE s’annulent, cf. Annexe 1). Ces

résultats confirment ceux trouvés dans [Ž07], dans le sens où les quantités qui y sont étudiées
numériquement peuvent être écrites comme des polynômes d’ordre (2,2) en terme de Uij et de
U∗kl.

I.3. L’ensemble de circuit unitaire UCE

Rappelons que l’ensemble de circuits unitaires (UCE) introduit dans le chapitre 2, consiste en
des algorithmes quantiques qui utilisent deux type de portes (Voir la figure (2.3) du chapitre 2)
qui reproduit celle du chapitre 2) : la porte U(2) agissant sur un seul qubit et la porte CNOT
agissant sur deux qubits. Chaque algorithme est construit comme une séquence aléatoire de
telles portes, dans laquelle la probabilité d’avoir une porte U2 est p et la probabilité d’avoir une
porte CNOT est 1−pg. Le choix des qubits sur lesquels agissent les portes est fait uniformément
et indépendamment sur l’ensemble des qubit du circuit. La porte U2 est choisie uniformément
par rapport à la mesure de Haar invariante du groupe U(2). En considérant les quatre angles, α,
ψ, χ choisis aléatoirement et uniformément dans l’intervalle [0, 2π[, et ϕ = arcsin(ξ1/2) où ξ est
choisi aléatoirement et uniformément dans l’intervalle [0, 1[, toute matrice U2 est paramétrée
par

U2(θ) = eiα
(

cosϕeiψ sinϕeiχ

− sinϕe−iχ cosϕe−iψ

)

≡
(

c s
−s̄ c̄

)

, (4.3)

ici les quatre angles sont notés θ = (α, ψ, χ, ϕ)[PZK98]. Notons que l’ensemble des phases α
participant à la construction du circuit ne modifie au final que la phase globale de l’algorithme.
D’après les résultats de [ELL05] il est clair que dans la limite où le nombre de portes ng → ∞
pour un nombre de qubits nq fixé, UCE converge vers CUE. En suivant la notation de [HL08],
l’ensemble UCE, qui est bien constitué de portes U(4), peut être résumé comme

ΓUCE = {{dµ(U2)

4
, U2 ⊗ 12}, {

dµ(U2)

4
,12 ⊗ U2}, {

1

4
, UCNOT1,2}, {

1

4
, UCNOT2,1}} (4.4)

où le premier nombre dans chaque paire dans la liste est la probabilité que le second membre
dans la paire soit sélectionné à toutes étapes dans l’algorithme. µ(U2) est la mesure de Haar
de U(2), et UCNOT i,j est l’opérateur unitaire associé à l’opération CNOT dans laquelle i est le
qubit de contrôle et j est le qubit cible. On peut facilement vérifier que ΓUCE est 2–copy gapped
suivant la terminologie de [HL08]. Cela signifie que l’opérateur

G =

∫

U(4)

U ⊗ U ⊗ U∗ ⊗ U∗dµΓ(U) (4.5)
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Figure 4.1.: P (s) pour ng = 10 (rouge), 15 (orange) 20 (jaune) et 40 (vert) pour UCE avec
nq = 4 et p = 0.5, nr = 105 matrices, comparée à la forme de Wigner PW (s) (4.6)
en pointillés et à la distribution de Poisson P (s) = exp(−s) en tirés.

définit pour un ensemble général de portes distribuées continuement sur U(4) avec la mesure
µΓ(U), a seulement deux valeurs propres de module unité. La différence entre le module d’une
de ces deux valeurs propres et le module de la valeurs propre suivante constitue le gap spectral
∆. Dans le cas de UCE on peut calculer explicitement l’opérateur G de taille 256 et en le
diagonalisant on montre que le gap spectral de UCE vaut ∆ ≃ 0.232703 si les portes sont
représentées comme des matrices 4 × 4. Cependant si les portes sont représentées par des
matrice de taille 2nq , on attend que le gap spectral diminue comme 1/nq tout en restant fini
[Har].

II. Convergence de UCE vers CUE

II.1. Distribution des différences entre phases propres voisines

Une des quantités les plus caractéristique des ensembles de matrices aléatoires circulaires est
la distribution P (s) des différences s entre phases ϕl propres voisines. Comme cette distribution
est vraiment typique dans le domaine des matrices aléatoires il convient tout d’abord de vérifier
que l’ensemble UCE se rapproche bien du même genre de statistique quand le nombre de porte
ng devient suffisamment grand. Pour cela on peut comparer la distribution P (s), calculer pour
CUE et UCE. Pour N grand et pour une moyenne de s normalisé à l’unité, CUE mène à une
distribution P (s) qui est bien approximée par la forme de Wigner [Meh91]

PW (s) =
32s2

π2
e−4s

2/π . (4.6)

Les déviations de PW (s) par rapport à la forme exacte sont de l’ordre de 10−3 [Haa91] et la
limite N → ∞ est déjà atteinte dès N = 3. Notons que cette distribution se différencie d’une
distribution poissonnienne d’une part par le phénomène de répulsion des niveaux, la distribution
s’annulant pratiquement dans le cas de phases propres dégénérées s = 0 et d’autre part par le
comportement gaussien pour s grand (cf. fig 4.1).
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Figure 4.2.: Convergence de P (s) pour UCE vers PW (s) en fonction de ng pour nq = 4 qubits,
nr = 103 et différentes valeurs de p : p = 0.1 carrés noirs, p = 0.2 carrés rouges,
p = 0.3 losanges verts, p = 0.4 triangle hauts bleus, p = 0.5 triangles indigo
gauche, p = 0.6 triangles bas brun, p = 0.7 triangle gris droit, p = 0.8 violette et
p = 0.9 magenta (gauche). Taux de convergence b en fonction de la probabilité
p pour nq = 3 (cercles), nq = 4 (carrés rouges), nq = 5 (carrés verts), et nq = 6
(triangles).

Pour nq = 4 (c’est à dire N = 16), le nombre minimal de portes qui donne approximativement
une densité constante de phases propres, de telle sorte qu’il ne soit pas nécessaire de replier le
spectre [Meh91], est ng ≃ 10. Pour un petit nombre de portes, la densité d’états connait certes
de gros pics en ϕ = 0 et ϕ = π qui correspondent à la prédominance de valeurs propres réelle,
mais en dehors de ces valeurs précises, la densité est déjà plutôt uniforme. Des indications
numériques présentées dans [PZK98] indiquent la même forme pour P (s) dans le cas HOE
que dans le cas CUE (et donc que la forme (4.6) est une bonne approximation de PHOE(s)),
en particulier une répulsion quadratique des niveaux P (s) ∝ s2 pour s ≪ 1. Nous avons
ainsi examiné la convergence de OCE vers HOE en nous basant sur celle des distributions
d’espacement P (s) → PW (s) et avons trouvé des résultats similaires à ceux présentés sur la
figure (4.1). Cependant comme les études sur l’ensemble HOE sont beaucoup moins répandues,
la suite des résultats présentés ne portera que sur la convergence vers CUE.
La figure (4.1) montre la distribution P (s) calculée numériquement associée à UCE pour

nq = 4 et différentes valeurs de ng (nr = 105 réalisations). Pour ng petit, P (s) a un gros pics en
s = 0. Le reste de la distribution ressemble à un mélange de la distribution pour des phases sans
corrélations (distribution poissonnienne P (s) = exp(−s)), et la forme de Wigner PW (s). Le pic
en s = 0 devient de plus en plus petit quand le nombre de porte augmente, et en même temps
le maximum en s = 1 devient de plus en plus prononcé, la distribution calculée s’approchant
rapidement de PW (s) (4.6). Pour ng = 40, P (s) est indiscernable de PW (s). Nous pouvons
examiner la convergence de façon plus quantitative à l’aide de la quantité

Fs =

∫ ∞

0

(

√

PUCE(s)−
√

PW (s)
)2

ds = 2

(

1−
∫ ∞

0

√

PUCE(s)PW (s) ds

)

(4.7)

qui mesure le carré d’une distance entre (la racine carré de) la distribution d’espacement
PUCE(s) pour UCE avec PW (s) [BZ06]. La figure (4.2) montre comment Fs évolue en fonc-
tion de ng pour nq = 4 qubits et pour différentes valeurs de p, résultat numérique obtenu à
partir de 103 algorithmes aléatoires UCE. Pour p différent de 0 et 1, Fs décrôıt en bonne ap-
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proximation de manière exponentielle comme ∼ exp(−b(nq, p)ng), avec un taux b qui dépend
de nq et de p, avant de saturer à faible niveau de manière indépendante de p. Tout comme au
chapitre 2 pour FI , cette saturation n’est due qu’aux fluctuations numériques inhérentes au
calcul de PUCE(s) pour une valeur finie de réalisations nr. On peut s’en assurer en variant le
paramètre nr. De plus, la précision finie de PW (s) pour N > 2 fixe une autre borne inférieure
pour les valeurs de F qui peuvent être réalisées. La figure (4.2) montre aussi que le taux de
convergence b(nq, p), obtenu à l’aide d’un fit de lnFs par une fonction linéaire de ng entre F2 = 2
et F2 = 0.1, possède un maximum au alentour de p = 0.5 et qu’il décrôıt quand nq crôıt.

III. Efficacité de la convergence

III.1. Distribution relative au éléments de matrice

L’ensemble CUE, mène à une distribution jointe de probabilité P (U) ≡ P (U11, U12, ..., UNN )
des éléments de matrice Uij qui caractérise entièrement cet ensemble. La convergence de UCE
vers CUE peut être vue comme la convergence de la distribution de probabilité P̃ (U) associée
à UCE vers P (U). Cependant, une étude numérique directe de cette distribution jointe est
impossible en pratique car sa construction nécessite un nombre d’opérations qui augmente
exponentiellement avec le nombre d’arguments indépendants la définissant. Des quantités plus
manipulables peuvent être obtenues à partir de la distribution jointe en intégrant sur plusieurs
variables, le prix à payer étant bien sûr, le lien univoque existant entre l’ensemble étudié et
la quantité le représentant. La quantité de ce type la plus naturelle est la distribution reliée à
un seul élément de matrice. Cette distribution dépend d’un seul paramètre complexe, l’élément
Uij , et est obtenue en intégrant sur les N2 − 1 autre paramètres complexes,

P (Uij) =

∫

...

∫

∏

(k,l) 6=(i,j)

dUklP (U). (4.8)

La première quantité étudiée dans ce chapitre est très proche de celle-ci. C’est la distribution
des quantités définies par lij = ln(N |Uij|2). Le choix de la renormalisation par N et d’une échelle
logarithmique est toujours relié à l’idée de facilité les manipulations. La théorie des matrices
aléatoires permet de montrer que pour CUE, tout les lij sont distribués selon la distribution
normalisée

P (l) =
(N − 1)

N
el
(

1− el

N

)N−2
, (4.9)

indépendamment des indices i et j de lij [Haa00]. Cette propriété d’indépendance vis-à-vis des
indices, aura son importance dans la suite.

A priori pour UCE, la distribution des éléments de matrice n’est pas indépendante de
l’élément choisi tant que le nombre de portes ng est petit. Mais on s’attend à ce que la dis-
tribution s’uniformise pour ng → ∞. Ainsi nous pouvons utiliser cette uniformité des distri-
butions sur toute la matrice pour faire deux simplifications permettant d’améliorer l’efficacité
numérique :

– Premièrement, nous produisons et propageons seulement la première colonne de chaque
matrice. Ceci réduit bien entendu la mémoire requise pour simuler le circuit UCE. Sous
cette forme l’action d’une porte CNOT ne nécessite la manipulation que d’un sous-ensemble

46
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de sa matrice représentative. En écrivant l’indice de ligne i d’un élément de matrice Ui1 en
notation binaire comme i = 1+

∑nq

α=1 σα2
α, l’action d’un CNOT entre le qubit k (contrôle)

et l (cible) choisi dans [1, nq] nécessite seulement l’échange des 2nq−2 éléments en position
où (σk = 0, σl = 1) avec les 2nq−2 éléments en position où (σk = 1, σl = 1). De la même
façon pour l’action de la porte U2, chaque élément dans la nouvelle colonne devient une
combinaison linéaire de deux anciens éléments, avec c, s,−s̄, ou c̄ comme coefficients.

– Deuxièmement, nous définissons P̃ (l) en moyennant aussi bien sur l’ensemble de réalisations
statistiques 〈. . .〉R que sur l’ensemble des distributions (histogrammes) associées à chaque
élément le long de la première colonne 〈. . .〉C ,

P̃ (l) =
1

nrN

nr
∑

r=1

N
∑

i=1

h̃
(

l
(r)
i1

)

≡ 〈 〈h̃(l)〉C〉R (4.10)

où h̃(l
(r)
i1 ) est l’histogramme pour la iième composante de la première colonne de la rième ma-

trice. Dans le but d’avoir une bonne statistique, il est important de produire un nombre nr
suffisamment grand de matrices. Cependant, pour un nombre donné de matrices, le rajout
d’un qubit au circuit se traduit grossièrement par un doublement du temps de calcul et de
l’espace mémoire nécessaire, résultant du doublement de la taille de l’espace de Hilbert.
Pour cette raison, et ceci pour un nombre de qubit nq ≤ 20, nous considérons un ensemble
de nr = a 2b−nq matrices (avec a et b entiers). En d’autre terme, pour le rajout d’un qubit,
l’augmentation de la taille de l’espace de Hilbert préjudiciable au calcul est compensée
par la réduction de la taille de l’ensemble de matrices, ceci sans perte de statistique. Dans
nos travaux nous avons fixé a = 10 et b = 20 menant à un total d’environ 107 matrices.
Notons que les corrélations entre éléments de matrice de UCE rendent la moyenne sur la
première colonne moins efficace que la moyenne sur les réalisations (voir plus bas). De ce
fait le bruit des données numériques augmente cependant avec nq. De plus pour nq ≥ 20,
les limitations en terme de temps de calcul (≃ 300 heures en parallèle sur 8 processeurs
pour nq = 28) obligent de fixer le nombre de réalisations à nr = 10.

La figure (4.3) montre pour nq = 4, comment la convergence de P̃ (l) vers P (l) se manifeste
quand ng augmente. Pour quantifier la loi d’échelle de cette convergence avec le nombre de
qubits, nous définissons comme précédemment la quantité

DP =

∫ ∞

0

(
√

P̃ (l)−
√

P (l)

)2

dl

= 2

(

1−
∫ ∞

0

√

P̃ (l)P (l) dl

)

≤ 2 (4.11)

qui représente une distance entre UCE et CUE en terme de leur distribution de la variable l.
Cette distance tend vers zéro au fur et à mesure que UCE converge vers CUE pour ng → ∞.
Dans la définition (4.11), l’utilisation des racines carrées des distributions plutôt que les distri-
butions elles même, est motivé par le fait que de cette manière DP est bornée (par la valeur 2),
ce qui simplifie l’analyse. La figure (4.4) illustre le comportement de DP en fonction de ng pour
nq = 2, 3, . . . , 28. Comme attendu, cette quantité décrôıt rapidement avec le nombre de portes
ng, le taux de décrôıssance se ralentissant avec le nombre de qubit nq. Comme précédemment,
le nombre fini de réalisations statistiques fait que P̃ (l) fluctue toujours autour de P (l). Ainsi la
distance DP ne peut jamais exactement atteindre sa valeur exacte (inférieure) et nous obser-
vons de ce fait qu’elle sature pour ng grand à un niveau fini dmin qui dépend de nq. On observe
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Figure 4.3.: Convergence de P̃ (l) vers P (l) (ligne) pour 4 qubits avec ng =5, 10, 20 et 50 pour
un ensemble de 104 matrices.
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Figure 4.4.: Distance DP (ng) entre la distribution P (l) et P̃ (l) en fonction du nombre de
portes ng pour nq = 2, 3, . . . , 28 qubits (de gauche à droite).

48
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Figure 4.5.: Nombre de portes nǫ nécessaire pour atteindre Dp ≤ ǫ pour ln(ǫ) =0,-1,-2,-3,-4 et
-5 (∗, +,△, ⋄,�, ◦ respectivement) et nq = 2 . . . 28. Les lignes droites représentent
les modèles de fonctions f1, f2 et f3 (1ier, 2ième et 3ième graphe respectivement).
Le dernier graphe représente le χ2 pour ces modèles(f1 (◦), f2 (�)), et f3 (⋄).
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Figure 4.6.: coefficients a1 (cercles rouges) et a2 (carrés verts) en fonction de ln(1/ǫ).
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ainsi que le niveau de saturation peut être diminué en augmentant le nombre de réalisations
nr. Ainsi quand DP sature cela signifie que notre ensemble de circuits devient indiscernable de
CUE, à la précision numérique considérée.
Nous pouvons chercher différents modèles pour capturer le comportement de DP . On ob-

serve que pour nq petit (nq . 12), DP est bien fittée par 2 e−αnq tandis que pour de plus
grandes valeurs de nq, une composante quadratique dans l’exposant devient prédominante

(DP ≃ 2 e−αnq−βn2
q). Ce changement dans la dépendance du modèle en fonction du nombre

de qubit rend difficile l’extraction d’une loi d’échelle à partir des exposants α et β. De ce fait
il est plus commode (et plus intuitif) de baser l’analyse sur le nombre de porte nǫ nécessaire
pour atteindre une précision fixée ǫ de DP ceci pour un nombre donné de qubits. La figure (4.5)
montre comment se comporte nǫ en fonction de nq pour six valeurs différentes de ǫ (ln(ǫ) entre
-5 et 0). Nous avons fitté nǫ(nq) par trois types de fonctions différentes à 2 paramètres,

f1 = a1 nq + b1 , (4.12)

f2 = a2 nq ln(nq/ǫ) + b2 , (4.13)

f3 = a3 nq(nq + ln(1/ǫ)) + b3 , (4.14)

La fonction linéaire f1 est un choix évident à la vue des données numériques obtenues. Les
fonctions f2 et f3 sont motivées par les résultats concernant les 2–designs présentés dans [HL08].
Ses auteurs définissent la convergence des k–designs unitaires par leur action sur une matrice
densité test ρ de dimension k2nq . Leur mesure de distance est la norme complètement bornée
(the diamond norm), de la différence entre l’état GW (ρ) =

∑

i piU
⊗k
i ρ(U †i )

⊗k propagé par le
k–design et l’état GH(ρ) =

∫

U
U⊗kρ(U †)⊗k résultant de la propagation moyennée sur le groupe

unitaire. Le résultat majeur de [HL08] est le suivant. Soit un ensemble de portes Γ = {{pi, Ui}}
constitué de matrices unitaires Ui de probabilité d’occurrence pi, qui forme un ensemble de
portes 2–copy gapped. Alors un circuit aléatoire de taille ng construit à partir de Γ est un
2–design unitaire ǫ–approximé si ng ≥ C(nq(nq + log(1/ǫ))) où C est une constante positive
qui peut dépendre de l’ensemble de portes. Dans le cas précis où l’ensemble de portes est
constitué de portes tirées uniformément sur U(4) (ensemble qui maximise le gap spectral par
∆ = 1 puisque l’opérateur G devient un projecteur), il est montré qu’un 2–design unitaire
ǫ–approximé est déjà atteint pour ng ≥ Cnq log(nq/ǫ)).
Notre ensemble de portes ΓUCE est bien 2–copy gapped avec un gap spectral ∆ ≃ 0.232703,

et les résultats de [HL08] sont donc a priori applicable en ce qui concerne la convergence de
UCE vers CUE. Cependant il convient d’être prudent en comparant ces résultats donnant une
borne supérieure basé sur la propagation d’un état test et utilisant la norme diamond alors que
nos résultats se base sur la distance DP . Bien sûr, il semble possible que la convergence de la
distribution des éléments de matrice du propagateur soit reliée à la convergence d’un état test
propagé (voir aussi [TJR07] où est introduit un algorithme quantique efficace pour le twirling).
D’après les résultats précédemment cités, le fonction f3 semble être le meilleur candidat pour
modéliser nǫ(nq). Cependant, il se trouve que la fonction f2, relative aux cas dans lesquels le gap
spectral vaut ∆ = 1, fitte mieux les données numériques. De ce fait, du moins en ce qui concerne
la distribution des éléments de matrice (rigoureusement de la quantité l relié aux éléments de
matrice), UCE converge vers CUE, plus rapidement que la borne supérieure mentionnée plus
haut.
La qualité des fits est mesurée par χ2, la somme du carré des déviations (voir la figure (4.5)).

On voit que le simple modèle linéaire fonctionne mieux que le modèle quadratique en dépit de
la légère déformation vers le haut que connâıt les courbes nǫ(nq). Cette déformation est bien
reproduite par le comportement en nq lnnq de f2, tandis que le comportement quadratique de
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III. EFFICACITÉ DE LA CONVERGENCE

f3 la reproduit moins bien. De plus la fonction f2 donne la bonne dépendance en ǫ comme le
manifeste la valeur a peu près constante du coefficient a2 ≃ 0.2 (voir figure (4.6)).
Numériquement, une distinction claire entre f1 et f2 n’est pas possible dans l’intervalle res-

treint en nombre de qubits, puisque la qualité des fits (mesurée par χ2) est similaire. On peut
quand même en conclure en ce qui concerne la distribution de l reliée aux éléments de ma-
trice, que UCE peut simuler efficacement CUE, dans le sens où le nombre de portes nécessaires
pour atteindre une précision de similitude donnée ǫ, augmente avec le nombre de qubit comme
nq ln(nq/ǫ), et dans tout les cas plus lentement que n2

q. Il convient de remarquer que ceci est

plutôt surprenant puisque P̃ (l) contient l’information de tous ces moments. De ce fait, cela
semble indiquer qu’aucun moment d’un poids appréciable dans la reconstruction de cette dis-
tribution, ne nécessite plus que O (nq ln(nq/ǫ)) portes avant d’approcher sa valeur CUE corres-
pondante d’une distance relative ǫ. Pour tester cette hypothèse de façon plus stricte, il convient
d’étudier le comportement des moments d’ordre k directement.

III.2. Moments de la distribution du carré des éléments de matrice

Le moment µk d’ordre k de la distribution du carré des éléments de matrice est défini comme
µk = 〈yk〉 = Nk〈|Uij|2 k〉. La méthode d’intégration invariant de [AL03] (cf. Annexe 1) permet
d’obtenir leurs valeurs analytiques pour CUE

µk = Nk F (k) =
k !Nk(N − 1)!

(N + k − 1)!
, (4.15)

valeurs qui tendent vers k ! pour N → ∞ et k fixé. Pour calculer les moments associés à UCE,
de la même façon que pour la distribution de l, on moyenne aussi bien sur l’ensemble des
réalisations aléatoire que sur les éléments dans la première colonne. Ainsi nous définissons le
kème moment pour UCE par

µ̃k =
1

nr

nr
∑

r=1

1

N

N
∑

i=1

(

y
(r)
i1

)k

= 〈 〈yk〉C〉R . (4.16)

où y
(r)
i1 est donné par N |U(l(r)i1 )|2 pour la iième composante dans la première colonne de la rième

matrice. Comme mesure de déviation par rapport à CUE nous utilisons la déviation relative

Dµk =
|µ̃k − µk|

µk
.

Nous avons calculé Dµk k =2, 4 et 8. Pour des valeurs supérieures de k, le nombre de
réalisations statistiques devient trop petit et une saturation similaire à celle observée pour DP

apparâıt pour des niveaux trop grands, rendant les donnés inexploitables. Pour les deux derniers
cas (k =4 et 8 ), les calculs sont fais avec nr = 105 réalisations pour nq = 2, . . . , 14 et nr = 5·104
réalisations pour la dernière taille de 15 qubits. La figure (4.7) montre le comportement de
Dµ2(ng) pour nq = 2, . . . , 18. Les courbes pour Dµ4 et Dµ8 ne sont pas montrées car elles sont
similaires à celles pour Dµ2 à l’exception de la saturation apparâıssant à un niveau plus élevé.
Sur la figure (4.8) est représenté le nombre nǫ nécessaire pour atteindre une petite valeur

fixée de Dµk < ǫ ceci pour les trois moments étudiés k = 2, 4, 8, pour différentes valeurs de ln(ǫ)
et comparé au modèle linéaire f1 introduit précédemment. Cette figure illustre bien que nǫ(nq)
est très bien décrit par un modèle linéaire en nq, avec des valeurs pour les taux de crôıssance
très similaires, pour toutes les valeurs de k considérées. Nous pouvons aussi comparer les
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Figure 4.7.: Dµ2(ng) pour un nombre de qubits nq variant entre 2 et 18 (de gauche à droite).
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Figure 4.8.: Nombre de portes nǫ nécessaires pour atteindre Dµk ≤ ǫ en fonction du nombre
de qubits, comparé au modèle f1. Les graphes (a), (b), et (c) correspondent res-
pectivement à k = 2, 4, 8. Les différents symboles dans chaque graphe (△, ⋄, �,
◦) représentent différentes valeurs pour ǫ, avec ln(ǫ) =0.5, -1.5, -2.5 et -3.5 pour
k = 2, ln(ǫ) =-1, -2, -3 et -4 pour k = 4, et ln(ǫ) =1, 0, -1 et -2, respectivement
pour k = 8.
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Figure 4.9.: Coefficients a1 (lignes bleues continues) et a2 (lignes rouges pointillées) pour la
convergence de Dµ2 (◦), Dµ4 (�), et Dµ8 (⋄) en fonction des valeurs accessibles
pour ln(1/ǫ).

données numériques avec le modèle f2, mais l’intervalle disponible en terme du nombre de
qubit nq est trop petit pour pouvoir décider quelle fonction entre f1 et f2 décrit le mieux la
loi d’échelle recherchée. En fait, les données numériques pour nǫ(nq) relatives à Dµ4 et Dµ8

montrent une légère courbure négative, qui rend le modèle f2 moins bon que f1. Cependant, le
modèle f2 reproduit mieux la dépendance en terme de ǫ. Ceci est visible sur la figure (4.9) où
sont rassemblés les coefficients a1 et a2 pour tous les moments considérés. On voit nettement
que la dépendance en ǫ est correctement reproduite par la fonction nq ln(nq/ǫ) : a2 devient
pratiquement indépendant de ǫ pour des valeurs suffisamment petites de ce paramètre et ceci
quelque soit la valeur de k considérée. Il est intéressant de noter que la vitesse de convergence
des trois moments étudiés se trouve être plus ou moins la même. Il convient de préciser que
la légère courbure négative qui tend à invalider la modélisation de nǫ(nq) par f2 pour Dµ4 et
Dµ8 , n’est qu’un artefact numérique relié au niveau de saturation qui est d’autant plus grand
que l’ordre k du moment est grand. De ce fait, les valeurs de ǫ choisies sont plus proches de ce
niveau que pour le cas de figure relatif à Dµ2 et il en suit que la valeur de nǫ(nq) est légèrement
sous-estimée.

On pourrait aussi se demander si cette légère courbure négative n’est pas un effet de la
procédure de moyenne sur la première colonne de la matrice. En effet, alors que pour CUE
tous les éléments de matrice sont équivalents dans le sens où 〈|Uij|2k〉 est indépendant de i et
j, et où moyenner sur une colonne est équivalent à moyenner sur un ensemble indépendant
de réalisations, ceci n’est pas le cas pour un circuit CUE de taille ng fini. Par exemple, après
seulement une porte, le premier élément U11 (où l’indice 1 renvoi à l’état |0 . . . 0〉 dans la base
computationnelle) n’est jamais affecté par une porte CNOT, alors que les autres le sont. Un des
effets de la convergence de UCE vers CUE est que ce type d’inhomogénéités disparâıt au fur et a
mesure que ng augmente. On pourrait suspecter que moyenner sur la première colonne contribue
aussi à réduire ces inhomogénéités et produit de ce fait un mécanisme susceptible d’accélérer
de manière effective la convergence observée. En effet comme le nombre de terme entrant dans
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Figure 4.10.: Comparaison entre Dµ1 (rouge), D′µ1 pour l’élément U11 (vert) et D′µ1 pour

l’élément U31 (bleu). Dans tous les cas, nq = 10 et nr = 105.

la moyenne sur la première colonne augmente exponentiellement avec le nombre de qubit, les
petites différences dans 〈|Uij|2k〉 sont rapidement lissées, ce qui suggère une convergence plus
rapide que la quantité calculée pour un seul élément de matrice. De plus, cet effet est d’autant
plus prononcé pour de grands moments (grand k) pour lesquels les petites différences sont
amplifiées.

Pour tester cette hypothèse, les mêmes types de calculs que précédemment peuvent être
reproduits pour certaines valeurs des paramètres (en l’occurrence pour nq ≤ 10, nr = 104)
dans le cas du premier, du deuxième, du quatrième et du huitième moment µ′1, µ

′
2, µ

′
4 et µ′8

mais ceci pour un élément de matrice donnée sans moyenne sur la première colonne. Nous
avons choisi les éléments U11 et U31 pour calculer les moments définis comme dans (4.16) mais
en moyennent seulement sur les réalisations. Pour des valeurs plus grandes de nq, ce calcul
sans la moyenne sur la colonne est malheureusement au delà de nos capacités numériques.
Les données correspondantes D′µk pour l’élément U11 et U31 commencent à des valeurs plus
grandes que Dµk (pour k =1, 2, 4 et 8). Cependant ils décrôıssent rapidement pour finalement
atteindre leur analogues CUE pour des faibles valeurs de ng (cf. la figure (4.10) pour k=1 et
nq = 10). Ainsi quand ng est suffisamment grand, les deux courbes D′µk et Dµk deviennent
indiscernables l’une de l’autre à la précision numérique considérée. Ainsi, moyenner sur une
colonne est une procédure parfaitement légitime qui n’entrâıne pas de changement significatif
dans le comportement de nǫ(nq), du moins en ce qui concerne les moments d’ordre étudiés. D’un
autre côté, on peut vérifier si Dµ2 et DP subissent une légère courbure négative de leur nǫ(nq) en
choisissant une valeur de ǫ très proche du niveau de saturation. En effet, la qualité des fits par
f1 et f2 est détériorée en pratiquant cette diminution de ǫ et des modèles du type nǫ(nq) ≃ √

nq
semble même très bien fonctionner. Bien sûr, d’un point de vue physique, un comportement
sublinéaire parâıt totalement impossible car cela signifierait que l’état global d’un grand circuit
quantique pourrait s’équilibrer avant même que tout les qubits soient touchés par au moins une
porte. Tous ces éléments confirment l’idée selon laquelle la légère courbure négative observée
sur les données est bien un artefact numérique.
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Figure 4.11.: Nombre de portes nǫ nécessaires pour atteindreDck ≤ ǫ en fonction du nombre de
qubits, comparé au modèle f1. Les graphes 1, 2 et 3 correspondent respectivement
à k = 2, 4, 8. Pour k = 2, ln(ǫ) =-1, -2, -3 et -4 (△, ⋄,�, ◦). Pour k = 4, ln(ǫ) =0,-
1,-2 et -3 (△,⋄,�, ◦). Pour k = 8, ln(ǫ) =1, 0 et -1 (⋄,�, ◦,respectivement).

Le message le plus important provenant des figures (4.8) et (4.9) est que
1. Tous les moments considérés convergent à la même vitesse.
2. Le nombre de portes nécessaires pour atteindre un précision donnée augmente en bonne
approximation linéairement avec le nombre de qubits.

3. La dépendance additionnelle en ǫ est bien modélisée par un comportement de nǫ(nq) du
type nq ln(nq/ǫ).

III.3. Corrélations entre les éléments de matrice

Même pour CUE, des éléments de matrice différents ne sont pas distribués indépendamment
(contrairement au cousin hermitien de CUE qu’est GUE). Une des raisons évidentes pour l’exis-
tence de ces corrélations est la contrainte d’orthonormalisation pour les lignes et les colonnes
d’une matrice unitaire (

∑

i |Uij|2 =
∑

j |Uij|2 = 1). Nous définissons les corrélations entre k

éléments différents yij pour une même colonne j par ck = 〈∏k
i=1 yij〉 = Nk〈∏k

i=1 |Uij|2〉, où la
moyenne est faite sur l’ensemble considéré. En ce qui concerne CUE, la méthode d’intégration
invariante de [AL03] donne

ck =
Nk(N − 1)!

(N + k − 1)!
, (4.17)

qui ne diffère de l’expression de µk que par un facteur 1
k!
. Ainsi pour k petit, les corrélations

sont importantes et comparables aux moments du même ordre.
A nouveau pour UCE, nous définissons les quantités correspondantes en moyennant aussi

bien sur la 1ère colonne que sur l’ensemble de réalisations. Cependant pour ne pas créer de
corrélations artificielles, chaque élément n’apparâıt que dans un seul et unique produit,

c̃k =
1

nr[
N
k
]

nr
∑

r=1

[N
k
]

∑

i=1

k
∏

j=1

y
(r)
(k i−k+j)1 . (4.18)

Ici [x] est la partie entière de x. Pour deux qubits (N=4) on a par exemples :

c̃2 =
1

2nr

nr
∑

r=1

(

y
(r)
11 y

(r)
21 + y

(r)
31 y

(r)
41

)

,

c̃4 =
1

nr

nr
∑

r=1

(

y
(r)
11 y

(r)
21 y

(r)
31 y

(r)
41

)

. (4.19)

55



CHAPITRE 4. L’INFORMATION QUANTIQUE AU SERVICE DE LA

PRODUCTION DE MATRICES ALÉATOIRES
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Figure 4.12.: Coefficients a1 (lignes bleues continues) et a2 (lignes rouges discontinues) pour
la convergence de Dc2 (◦), Dc4 (�) et Dc8 (⋄) en fonction des valeurs accessibles
pour ln(1/ǫ).

De la même manière que pour les moments, nous définissons la distance par rapport à CUE
comme la déviation relative de c̃k par rapport à la valeur CUE

Dck =
|c̃k − ck|

ck
. (4.20)

La figure (4.11) représente les résultats pour l’évolution de nǫ(nq) (défini de la même manière
que pour les moments) dans les cas k = 2, k = 4 et k = 8 comparés au modèle f1. Le
comportement est essentiellement linéaire et très similaire quelque soit l’ordre k considéré. Les
données sont aussi bien fittées par la fonction f2 mais une fois encore, l’intervalle restreint en
nombre de qubits ne permet pas de trancher véritablement entre ces deux modèles possibles.
Généralement la fonction f2 fonctionne moins bien que la fonction f1, mais ceci est aussi dû
à l’artefact numérique qui engendre une légère courbure négative de nǫ(nq). De plus, on voit
sur la figure (4.12) représentant les coefficients a1 et a2 des deux modèles pour les trois cas
k = 2, k = 4 et k = 8, que la dépendance en ǫ est correctement décrite par nq ln(nq/ǫ) dans
le sens où le coefficient a2 est essentiellement indépendant de l’ordre des corrélations pour
un ǫ suffisamment petit. De plus, en comparent les figures (4.12) et (4.9), nous voyons que
les corrélations ck convergent typiquement à la même vitesse que les moments µk de même
ordre, un résultat qui est attendu d’après la théorie sur les k–designs [HL08, DCEL06]. En fait,
d’après la définition citée au début du chapitre, un k–design unitaire est caractérisé par le fait
que n’importe quel polynôme des éléments de matrice complexes de degrés (m, l) avec m, l ≤ k
(tels ceux intervenant dans la définition des moments µk et des corrélations ck), ont la même
moyenne sur le design unitaire que sur le groupe unitaire dans son ensemble [DCEL06].
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IV. Conclusion partielle

Dans ce chapitre, nous avons analysé la convergence de l’ensemble de circuits unitaires (UCE)
vers celui de l’ensemble unitaire circulaire. Cette étude est faite en comparant les grandeurs
suivantes que sont
– La distribution de la grandeur l = N |Uij|2 reliée à la distribution du module carré des
éléments de matrice,

– Les moments de la distribution des modules carrés des éléments de matrice, jusqu’à
〈|Uik|16〉,

– Les corrélations entre modules carrés des éléments d’une même colonne jusqu’à 16 facteurs
|Uik|.

Ces quantités ont été calculées analytiquement pour CUE et numériquement pour UCE, en
simulant des circuits quantiques jusqu’à 28 qubits pour la distribution de l, 18 qubits pour
les moments et 15 qubits pour les corrélations. Nous avons ainsi pu montrer que ces quan-
tités pour CUE sont efficacement reproduites avec une précision ǫ par des circuits quantiques
UCE contenant un nombre de portes qui augmente avec le nombre de qubits au plus comme
nǫ ≤ Cnq ln(nq/ǫ), où C est une constante positive. Une telle convergence reste cependant sur-
prenante puisque l’ensemble de portes de UCE, ayant un gap spectral valant ∆ ≃ 0.232703 non-
nul, devrait converger avec un nombre de portes se comportant comme nǫ ≤ Cnq(nq + ln(1/ǫ))
(en limite supérieur) comme il est montré dans [HL08]. NotonsDans le fond, il ne faut cepen-
dant pas perdre du vue que pour reproduire fidèlement la distribution jointe de probabilités
dans son entier, il est nécessaire d’utiliser des circuits quantiques contenant un nombre de
portes qui augmente exponentiellement avec le nombre de qubits. Nos résultats suggèrent donc
que les quantités statistiques qui ne sont pas reproduites efficacement sont de nature plus so-
phistiquées que les moments de faible ordre et les corrélations de faible ordre étudiés dans
ce chapitre. Précisons que depuis la fin de nos travaux, un résultat analytique important a
été publié dans [BV09]. Ce résultat stipule qu’un circuit quantique composé de O(nq) porte
U(4) distribuées de manière uniforme, reproduit efficacement tout les moments µk de CUE.
Pour conclure, il est important d’insister sur l’utilité de la méthode de production de matrices
aléatoires décrite dans ce chapitre. L’algorithme classique utilisant la paramétrisation de Hur-
witz [Hur97, PZK98] nécessite typiquement N2 multiplications de matrices N ×N soit O(N5)
opérations arithmétiques élémentaires pourN grand. Bien sûr, étant basé sur la paramétrisation
complète de U(N), cet algorithme est parfait dans le sens ou il reproduit exactement toutes
les quantités attendues pour CUE. Cependant, du moment où on ne s’intéresse qu’a la repro-
duction de quantités statistiques efficacement reproduites, les circuits aléatoires permettent de
créer des matrices de taille N (N étant une puissance de 2) en un nombre d’opération augmen-
tant comme O (log(N) log(log(N))). La seule difficulté reste l’ordinateur quantique obligatoire
pour mettre en œuvre la méthode. Cependant, la simulation de circuits comme UCE sur un
ordinateur classique, qui utilise typiquement O (ng log(N)) produit de matrices, reste plus ef-
ficace que la paramétrisation de Hurwitz et permet, a condition de rester prudent, d’analyser
des problèmes numériques difficilement accessible.
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Conclusion générale et perspectives

Les résultats exposés dans cette thèse concernent deux thèmes précis dans le domaine de
l’information quantique. Le premier thème est le concept d’interférence quantique regardé d’un
point de vue de l’information quantique. Le chapitre 1 définit et expose l’idée selon laquelle
l’interférence quantique pourrait jouer un rôle important dans le comportement quantique de
l’information, en particulier être responsable de l’accélération des algorithmes quantiques. Cette
thèse ne répond pas directement à la question de savoir si l’interférence est vraiment nécessaire
pour engendrer cette supériorité quantique. Elle stipule modestement que l’interférence quan-
tique est une quantité mesurable qui caractérise l’évolution d’un système quantique. Plus
précisément dans le chapitre 2, il est démontré que si on choisit un algorithme quantique
agissant sur un nombre suffisamment grand de qubits, le choix se faisant au hasard, sans
connaissances particulières sur sa structure interne ou sur le rôle qu’il est sensé rendre, alors
il est fort probable que cet algorithme contient une quantité d’interférence proche de la va-
leur maximale admise. Dans le chapitre 3 est étudié l’influence d’un environnement décohérent
de taille donnée sur l’interférence présente dans l’évolution d’un système quantique. Comme
on s’y attend intuitivement, l’interférence quantique est détruite par la décohérence, d’autant
plus que l’environnement est grand. Cependant, la manière dont cette destruction se manifeste
n’est pas catastrophique, dans le sens où la diminution d’interférence se fait comme une loi de
puissance de la taille de l’environnement. Parmi les perspectives concernant ce thème, les plus
intéressantes sont surement celles concernant le lien potentiel entre intrication et interférence
quantique ainsi que celle reliant directement le concept d’interférence et d’accélération quan-
tique.

Le second thème concerne la possibilité de construire des ensembles de matrices aléatoires
en utilisant les ressources de l’information quantique. Construire des matrices aléatoires est un
problème essentiellement inefficace sur un ordinateur classique, car le temps de création aug-
mente exponentiellement avec la taille des matrices à créer. Les résultats numériques présentés
dans le chapitre 4 montrent que si on considère certaines quantités qui caractérisent bien l’en-
semble de matrices aléatoires CUE, alors en créant une séquence contenant un nombre po-
lynomial de portes quantiques, ces portes étant choisies au hasard dans l’ensemble universel
{U(2),CNOT}, alors on peut imiter ces quantités avec une précision arbitraire, et ce faisant
obtenir des ensembles de matrices aléatoires ressemblant fortement à CUE.

Pour conclure, il convient de dire un mot sur le concept mathématique qui est le ciment
de cette thèse, celui de matrices aléatoires. Le chapitre 2 et 3 l’utilisent comme base pour
tenter de répondre à des questions motivées par la physique de l’information quantique. Les
analyses numériques poussées aussi bien que les techniques analytiques telles que l’intégration
invariante permettent de cerner la puissance de cet outil. Ainsi, il est particulièrement amusant
de constater, comme il est évoqué au chapitre 4, que la physique puisse rendre la monnaie de
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sa pièce en permettant la production efficace d’ensembles de matrices aléatoires.
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Annexe A
Méthode d’intégration invariante

I. Introduction

La méthode d’intégration invariante introduite par Aubert et Lam dans [AL03] est une
méthode qui permet de calculer des intégrales de monômes d’éléments de matrices unitaires sur
le groupe U(N), c’est à dire des intégrales de la forme :

∫

dU U∗i1j1 ...U
∗
ipjpUk1l1 ...Ukqlq ≡ 〈U∗i1j1 ...U

∗
ipjpUk1l1 ...Ukqlq〉 (A.1)

où dU est la mesure de Haar invariante normalisée à
∫

dU = 1, les Uij sont des composantes de
matrice d’un élément de U(N) et les U∗ij sont leurs complexes conjugués. Ce type d’expressions
est rencontré dans les chapitres 2, 3 et 4 de cette thèse, mais on peut les retrouver dans
de nombreux domaines allant de la gravité quantique en 2 dimensions à la QCD en passant
par divers problèmes de physique statistique et de matière condensée. Il existe des formules
explicites (voir dans [AL03]) permettant de calculer les intégrales de la forme (A.1) mais leurs
utilisations se révèlent souvent difficiles.

II. Propriétés et écriture diagrammatique

II.1. Notations et propriétés générales

Il convient de remarquer que (A.1) dépend des indices I = (i1i2...ip), J = (j1j2...jp), K =
(k1k2...kq) et L = (l1l2...lq) et on peut donc introduire la notation condensée

〈I, J |K,L〉 ≡
∫

dU U∗IJ UKL (A.2)

avec U∗IJ =
∏p

a=1 U
∗
iaja et U∗KL =

∏q
a=1 Ukala . Comme les composantes Uij commutent entres-

elles, on a par exemple l’égalité U∗IJ = U∗IP JP où IP et JP sont obtenues par une permutation
P ∈ Sp de leurs p indices. Il suit

〈I, J |K,L〉 = 〈IP , JP |KQ, LQ〉 (A.3)

pour tout P ∈ Sp et tout Q ∈ Sq.
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L’invariance de la mesure de Haar dU entrâıne les relations suivantes qui servent de base à
la méthode d’intégration invariante :

∫

dU f(U,U∗) =

∫

dU f(U∗, U) =

∫

dU f(UT , U∗T ) (A.4)

=

∫

dU f(V U, V ∗U∗) =

∫

dU f(UV, U∗V ∗) (A.5)

pour toute fonction f et pour tout V ∈ U(N). En choisissant un V particulier on obtient trois
propriétés fondamentales pour l’intégrale (A.1) :
1 Si V est une matrice de permutation, V U est obtenue en permutant les lignes de U tandis
que UV est obtenue en permutant ses colonnes. Ainsi

〈I, J |K,L〉 = 〈I ′, J |K ′, L〉 = 〈I, J ′|K,L′〉 (A.6)

où I ′ et K ′ sont obtenus par le même réassignement des valeurs des indices de I et de K
(même chose pour J et L). Cette propriété très importante stipule que l’intégrale (A.1) ne
dépend pas de la valeur précise des indices mais seulement de leurs relations.

2 Si V est de la forme Vij = eiφδij, on a f(V U, V ∗U∗) = eiφ(q−p)f(U,U∗). Ainsi l’intégrale est
non-nulle ssi la phase s’annule c’est à dire si p = q. On appelle p l’ordre de l’intégrale.

3 Si V est de la forme Vij = eiφiδij, on a f(UV, U∗V ∗) = eiξf(U,U∗) où ξ =
∑p

a=1(φla − φja)
et donc l’intégrale est non-nule ssi les phases φl et φj s’annulent 2 à 2 c’est à dire si L = JR
pour R ∈ SP . De même on démontre que l’intégrale est non-nulle ssiK = IM pourM ∈ SP .
En utilisant (A.3) et en posant Q = RM−1 il découle que les seules intégrales non-nulles
sont de la forme :

〈I, J |I, JQ〉 =
∫

dU U∗IJ UIJQ (A.7)

pour tout Q ∈ SP . Désormais nous ne considèrerons que des intégrales de cette forme. No-
tons que dans [AL03] une intégrale telle que J = JQ, est qualifiée de directe par opposition
aux intégrales dites d’échange quand Q diffère de la permutation identitée.

Pour mieux cerner ces différentes propriétés voici les exemples suivants :
– 〈|U11|2〉 = 〈|U12|2〉 = 〈|U49|2〉 = 〈|Uij|2〉 ∀ i, j (propriété 1 et 2).
– 〈Uij〉 = 〈U∗ij〉 = 〈|Uij|2Ukl〉 = 〈U∗kl|Uij|2〉 = 0 ∀ i, j, k, l (propriété 2).
– 〈U∗12U∗21U11U22〉 6= 0 mais 〈U∗11U∗12U22U21〉 = 0 (propriété 3).

Ces exemples sont écrits avec la notation en terme d’éléments de matrice. Avec la notation
(A.2) ces mêmes exemples s’écrivent :
– 〈(1), (1)|(1), (1)〉 = 〈(1), (2)|(1), (2)〉 = 〈(4), (9)|(4), (9)〉 = 〈(i), (j)|(i), (j)〉 ∀ i, j.
– 〈( )( )|(i), (j)〉 = 〈(i), (j)|( )( )〉 = 〈(i), (j)|(ik), (jl)〉 = 〈(ik), (jl)|(i), (j)〉 = 0 ∀ i, j, k, l.
– 〈(12), (21)|(12), (12)〉 6= 0 mais 〈(11), (12)|(22), (21)〉 = 0.

II.2. Écriture diagrammatique

Les trois propriétés présentées précédemment permettent une écriture diagrammatique comme
sur la figure (A.1) où est représentée l’intégrale 〈I, J |I, JQ〉 pour I = (12334555) = (1232453),
J = (1523) et JQ = (121432). Les points sur la gauche représentent de bas en haut les indices
1, 2, 3, 4 et 5 de I, et ceux de droite représentent les indices 1, 2 et 3 de J : Ainsi les ensembles
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Figure A.1.: Représentation diagrammatique de l’intégrale 〈I, J |I, JQ〉 pour I = (1232453),
J = (1523) et JQ = (121432). Ce diagramme peut être obtenue en considérant
l’intégrale 〈|U11|2|U31|4|U41|2|U53|2U∗21U22U51U52U

∗2
52 〉 (Source [AL03])

I et J sont représentés par des points (ou vertex), chacun représentant les indices ia et jb mais
leur valeur n’important pas, d’après la première propriété. Les points de I sont reliés aux points
de J par l’intermédiaire de lignes fines continues représentant les termes U∗ij et par des lignes
pointillées représentant les termes Uij sachant que comme les termes peuvent apparâıtre avec
une certaine puissance, les lignes peuvent être munies d’une certaine multiplicité. Pour ne pas
surcharger l’écriture, une seule ligne est dessinée et la multiplicité est écrite à sa proximité.
Une autre simplification concerne les termes du type |Uij|2m : ils sont représentés par une ligne
continue épaisse assignée de la multiplicité m et de manière générale les termes du type U∗mij U

n
ij

sont représentés par une ligne continue épaisse assignée de la multiplicité (m,n). Avec cette
convention d’écriture, la deuxième propriété entrâıne que l’intégrale est non-nulle ssi le nombre
de lignes fines continues est égal au nombre de lignes pointillées. La troisième propriété se tra-
duit par le fait que l’intégrale est non-nulle ssi pour chaque point de I et de J le nombre de
lignes fines continues et le nombre de lignes pointillées en émergeant sont égaux. En occurrence
avec la notation diagrammatique on a par exemple :

〈U11U22U
∗
12U

∗
21〉 =

2

1

2

1
6= 0 (A.8)

〈U11U
∗
22U12U

∗
21〉 =

2

1

2

1
= 0 (A.9)

III. Calculs des intégrales

Voyons maintenant comment on peut obtenir explicitement des expressions pour (A.1). À
proprement parler, la méthode d’intégration invariante ne permet pas d’obtenir une forme
directement utilisable pour une valeur donnée de I, J et JQ. Mais elle permet d’obtenir des
relations entre des intégrales de même ordre, et entre des intégrales d’ordre p et d’ordre p+ 1.
Ainsi elle permet d’arriver à une expression finale en procédant de proche en proche à partir de
l’intégrale d’ordre 0 normalisée

∫

dU = 〈1〉 = 1. Pour pouvoir trouver ces relations, la méthode
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invariante se base d’une part sur l’invariance de la mesure dU illustrée par les formules (A.4),
et d’autre part sur la propriété d’unitarité UU † = 1 d’un élément de U(N).

III.1. Rotation

Nous avons déjà vu comment l’invariance de la mesure (A.4) permet d’obtenir diverses pro-
priétés importantes. Voici comment on peut encore l’exploiter quand V est une rotation SO(2)
et ainsi obtenir une première relation entre intégrales de même ordre. Choisissons V comme
étant une matrice de rotation dans le plan (ab) d’un angle ξ. On peut montrer que le passage
de U à V U s’écrit en composantes :

Uia → cUia + sUib

Uib → −sUia + cUib

Uij → Uij (A.10)

en posant c = cos(ξ) et s = sin(ξ). Ainsi l’intégrale 〈I, J |I, JQ〉 devient une somme de termes
du genre Me(c

2)d−e(s2)e, les puissances impaires de c et s s’annulant entre elles d’après la
propriété 3. Ici d est le nombre total d’indices de colonne dans UIJ et où a, b et e vont de 0 à
d. L’invariance (A.4) entrâıne :

〈I, J |I, JQ〉 =
d
∑

e=0

Me(c
2)d−e(s2)e

Ceci ne peut être vrai pour tout ξ que si

Me = 〈I, J |I, JQ〉
(

e
d

)

=M0

(

e
d

)

où

(

e
d

)

= d!/e!(d − e)! sont les coefficients binomiaux. Ensuite l’écriture diagrammatique

permet de calculer les termes Me de la manière suivante en considérant une rotation précise
d’un angle ξ = π/2 pour lequel les relations (A.10) se simplifie en Uia → Uib, Uib → −Uia et
Uij → Uij . D’un point de vue diagrammatique, si on considère 2 points sur la partie droite d’un
diagramme quelconque, et correspondant aux valeurs a et b, alors ces relations traduisent le
déplacement de lignes entre les points a et b : Un des points doit être connecté à certaines lignes
mais l’autre peut ne pas l’être, c’est à dire que ce point peut être externe au diagramme. Le
nombre total de lignes fines continues (ou lignes pointillées) attachées au point est d. Maintenant
déplaçons e lignes fines continues et e lignes pointillées entre les deux points considérés sans
oublier la contrainte qui impose qu’après le déplacement, le nombre de lignes fines continues doit
égaler le nombre de lignes pointillées sur chaque point (sinon l’intégrale s’annule). Assignons
le poids +1 pour chaque ligne déplacée de a vers b et le poids −1 pour chaque ligne déplacée
de b vers a. La quantité Me est simplement la somme de toutes les intégrales obtenues après le
mouvement, pondérée par les facteurs ±1. Il est important de bien noter que ces relations sont
locales et que de ce fait seul importe de considérer les indices a et b de J et JQ, indépendamment
des indices de I. La figure (A.2) illustre graphiquement cette procédure : appliquons une rotation
au diagramme (a). On peut de cette façon bouger soit deux lignes (e = 1), soit quatre lignes
(e = 2). En bougeant deux lignes on obtient le diagramme (b-deux lignes fines continues), le
diagramme (c-deux lignes pointillées), et deux autres, le diagramme (e-une ligne fine continue
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Figure A.2.: Illustration diagrammatique de la manière dont l’invariance par rotation de la
mesure peut être utilisée pour relier des intégrales entre elles. Voir eq. (A.11)
(Source [AL03]).

et une ligne pointillée de a à b) et (f-une ligne fine continue et une ligne pointillée de b à a).
Les deux derniers diagrammes (e) et (f) ne sont pas dessinés, mais ils peuvent être obtenus à
partir du diagramme (a) en fusionnant les points a et b. De cette manière on obtient M1 =
−I(b)− I(c)+ I(e)+ I(f) = 2(−I(b)+ I(e)), où I(i) dénote l’intégrale associée au diagramme i
et où (A.3) est utilisée lors de la dernière étape. Grâce à (A.11), on arrive àM1 = 2M0 = 2I(a).
Finalement on a la relation

I(a) = −I(b) + I(e). (A.11)

Si on déplace les quatre lignes, on obtient M2 = I(d). La formule dans (A.11) impose donc
M2 = M0, ou I(d) = I(a). Ceci n’a rien d’étonnant d’après la propriété d’invariance par
permutation (A.3).

III.2. Unitarité

Voici un autre moyen, utilisant l’unitarité UU † = 1, permettant de relier des intégrales entres
elles, en particulier des intégrales directes de degrés p avec des intégrales directes de degrés p−1.
En composante l’unitarité s’écrit :

N
∑

j=1

UijUkj =
N
∑

j=1

U∗jiUjk = δik (A.12)

A titre d’exemple, voyons comment obtenir l’expression pour l’intégrale Iij = 〈|Uij|2〉. Comme
l’intégrale ne dépend pas des indices i et j, en sommant sur l’un d’entre eux, disons l’indice j
on obtient :

N
∑

j=1

Iij =
N
∑

j=1

〈|Uij|2〉 =
N
∑

j=1

〈U∗ijUij〉 = 〈
N
∑

j=1

U∗ijUij〉 = 〈δii〉 = 1

N〈|Uij|2〉 = 1 =⇒ 〈|Uij|2〉 =
1

N

67
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i ad

(a)   f(d)

i

a

b

c
m 2

m3

m 1

mt

(b)   f(m ,m , ... ,m )1      2                t

Figure A.3.: L’invariance par rotation permet d’étendre l’unique branche (a) vers un ensemble
de branches (b) en accord avec la relation (A.14) (Source [AL03]).

En notation diagrammatique, en spécifiant l’indice de la somme par une flèche, les mêmes
relations s’écrivent :

∑

← = 1

N = 1 =⇒ =
1

N

Notons que la diminution de l’ordre p provient de la disparition d’un terme |U |2 lors de
l’opération de sommation. Dans [AL04] ceci se généralise à toutes intégrales directes de degré p
et se traduit en notation diagrammatique par le fait qu’une somme sur un indice fait disparâıtre
la ligne en gras qui est reliée au point correspondant. Pour les intégrales d’échanges, sommer
sur un indice donne zéro. Par exemple on à

∑

→
= (N − 1) + = 0 (A.13)

IV. Relations entre intégrales et formules explicites

Voici une liste des relations entre intégrales démontrées dans [AL03, AL04].

IV.1. La fan relation

Introduite dans [AL03], la fan relation permet de relier des intégrales directes de même
ordre entres elles. Grâce à la propriété de rotation, on peut relier l’intégrale dont l’intégrant est
proportionnel à |Uia|2d à l’intégrale dont l’intégrant est proportionnel à |Uia|2m1 |Uib|2m1 ...|Uiz|2mt .
La figure (A.3) permet de voir que l’on passe de la première intégrale à la deuxième en éclatant
l’unique branche de multiplicité d en t branches distinctes de multiplicités inférieures. Notons
que toutes les branches sont reliées au point i, point pouvant être lui-même relié à d’autres lignes
non-considérées. En dénotant la première intégrale par f(d), la seconde par f(m1,m2, ...,mt)
et en utilisant de manière répétée la relation (A.11) on obtient la fan relation

f(m1,m2, ...,mt) =
(
∏t

i=1mi!)

(
∑t

i=1mi)!
f(d), (A.14)
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où d =
∑t

i=1mi = d et f(d) = f(d, 0, 0, ..., 0) (voir [AL03] pour une démonstration plus
détaillée).

IV.2. La double fan relation

Introduite dans [AL04] comme une généralisation de la fan relation, la double fan relation
permet de relier des intégrales directes et des intégrales d’échange du même ordre. Elle re-
lie l’intégrale représentée par le digramme (A.4.a) à l’intégrale représentée par le diagramme
(A.4.b). Notons que comme dans le cas de la fan relation, les points a et b peuvent être reliés à
d’autres lignes non représentées sur le dessin. La première intégrale est notée [(mana)(mbnb)].
La deuxième intégrale est notée [Aa]

α′
a [Ab]

α′

b [Ba]
β′
a [Bb]

β′

b où les termes entre crochets corres-
pondent aux motifs élémentaires représentés sur la figure (A.5). Par exemple, avec cette nota-
tion, l’intégrale d’échange (A.8) s’écrit :

= [Aa][Ab] (A.15)

avec donc (α′a, α
′
b, β
′
a, β

′
b) = (1, 1, 0, 0).

La double fan relation s’écrit

[(mana)(mbnb)] =
∑

v(α′aα
′
bβ
′
aβ
′
b) [Aa]

α′
a [Ab]

α′

b [Ba]
β′
a [Bb]

β′

b

(A.16)

où

v(α′aα
′
bβ
′
aβ
′
b) =

ma!na!mb!nb!

α′a!α
′
b! β
′
a! β

′
b!
,

la somme étant faite sur tous les indices (α′a, α
′
b, β
′
a, β

′
b) solutions de :

ma = αa + βa, na = αb + βa,

mb = αb + βb, nb = αa + βb,

le nombre total de points du diagramme sur la colonne de droite du diagramme(A.4.b) va-
lant ma + mb = na + nb. A titre d’exemple, utilisons cette relation pour calculer l’intégrale
[(mana)(mbnb)] avec ma = na = m et mb = nb = 0. On a donc d’après (IV.2)

[(mm)(00)] = v(00m0)[Ba]
m = m![Ba]

m (A.17)

qui équivaut à la fan relation (A.14) pour tout les mi = 1.

IV.3. Formules explicites

Les relations précédentes peuvent être utilisées pour construire des formules explicites pour
certains types d’intégrales. La première intégrale explicite est l’intégrale F (m) = 〈|Uij|2m〉
représentée par le diagramme (A.3.a), le point de gauche n’étant pas relié à d’autres lignes.

F (m) =
(N − 1)!m!

(N +m− 1)!
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ma na( , )

mb nb, )(

c1

c2

cN−1

cN

a

b

a

b

(a) (b)

Figure A.4.: Intégrales reliées par la double fan relation (Source [AL04]).

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

[ Aa] [ Ba] [ Bb]A[ b]

Figure A.5.: Motifs élémentaires permettant de construire les intégrales de la firgure (A.4.b)
(Source [AL04]).

Figure A.6.: Diagramme associé à l’intégrale Z (Source [AL03]).
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V. CONCLUSION

L’intégrale fan, représenté par le diagramme (A.3.b), le point de gauche n’étant pas lui non
plus relié à d’autres lignes, vaut

F (m1,m2, ...,mt) =
(
∏t

i=1mi!)(n− 1)!

(N +
∑t

i=1mi − 1)!
.

L’intégrale Z, représentée sur le diagramme (A.6) vaut

Z(m1,m2,m3) =
m1!m2!m3!(N − 2)!(N − 1)!(N +m1 +m3 − 2)!

(N +m1 − 2)!(N +m3 − 2)!(N +m1 +m2 +m3 − 1)!
.

D’autre formules explicites sont démontrées dans [AL03].

V. Conclusion

Ainsi la méthode d’intégration invariante constitue une manière particulièrement élégante
pour calculer des intégrales de monômes d’éléments de matrices unitaires sur le groupe U(N).
Bien sûr, quand les intégrales deviennent trop grandes, avec une structure d’indices I, J et JQ
compliquée, les avantages de la méthode s’effondrent et l’emploi d’autres techniques devient
obligatoire. Parmi ces techniques citons celle combinant l’approche invariante et la théorie des
groupes, introduite dans [AL04].
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Annexe B
Détails sur le calcul du second moment

Ici sont exposés les détails du calcul des termes A and B apparâıssant dans l’expression (3.28)
de 〈I2〉 du chapitre 3.

〈I2〉 =
1

Z4

(n,m)
∑

{αi,µj}
e−x (µ5+µ6+µ7+µ8)〈U11,35U

∗
11,45U

∗
12,36U12,46U

∗
23,57U23,67U24,58U

∗
24,68〉 (B.1)

=
1

Z4

(n,d)
∑

{αi,µj}
e−x (µ5+µ6+µ7+µ8)

2,4

2,3

1,2

1,1

6,8
5,8
6,7
5,7
4,6
3,6
4,5
3,5

. (B.2)

I. Le terme A

De l’équation (3.32) on obtient

A =

(n,m)
∑

{αi,µj}

(

n
∑

{α1=α2}
f(x)

1,4
1,3
1,2
1,1

6
5
4
3

+ g(x)
1,4
1,3
1,2
1,1

6̄
5̄
4
3

+
n
∑

{α1 6=α2}
f(x)

2,4
2,3
1,2
1,1

6
5
4
3

+ g(x)
2,4
2,3
1,2
1,1

6̄
5̄
4
3

)

=

(n,m)
∑

{αi,µj}

(

n f(x)
4
3
2
1

6
5
4
3

+ n g(x)
4
3
2
1

6̄
5̄
4
3

+n(n− 1) f(x)
4̄
3̄
2
1

6
5
4
3

+ n(n− 1) g(x)
4̄
3̄
2
1

6̄
5̄
4
3

)

= n f(x)A1 + n g(x)A2 + n(n− 1) f(x)A3 + n(n− 1) g(x)A4 . (B.3)
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En prenant en compte les contraintes sur les indices αi il suit

A1 =

(n,m)
∑

{αi,µj}

4
3
2
1

6
5
4
3

=
m
∑

{µj}



n[3]
4
3
2
1

+ 4n[2]
4
3
2
1

+ 2n[1]
4
3
2
1





= n[3]A11 + 4n[2]A12 + 2n[1]A13 ,

avec n[i] = n(n−1)(n−2)...(n− i). On vérifie qu’il y a bien les n[3]+4n[2]+2n[1] = n2(n−1)2

configurations correspondant à la somme sur les quatre indices αj avec les deux contraintes
α3 6= α4 and α5 6= α6. Les termes A1k s’écrivent

A11 =
m
∑

{µj}

4
3
2
1

= m[3] +m[2]
(

4 + 2
)

+m[1]
(

2 + + 4
)

+m ,

A12 =
m
∑

{µj}

4
3
2
1

= m[3] + 2m[2]
(

+ 2 +
)

+m[1]
(

+
2

2 +
)

+ 4m[1] +m
2

,

A13 =
m
∑

{µj}

4
3
2
1

= m[3] +m[2]
(

4 + 2
2

2

)

+m[1]
(

2 + 2 22

2

+ 4
)

+m
2

2
.

Pour A2 on a directement

A2 =

(n,m)
∑

{αi,µj}

4
3
2
1

6̄
5̄
4
3

= n2(n− 1)2A11 ,
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tandis que A3 est donné par

A3 =

(n,m)
∑

{αi,µj}

4̄
3̄
2
1

6
5
4
3

=
m
∑

{µj}



n[3]
4̄
3̄
2
1

+ 4n[2]
4̄
3̄
2
1

+ 2n[1]
4̄
3̄
2
1





= n[3]A31 + 4n[2]A32 + 2n[1]A33 .

Les termes A3k s’écrivent

A31 =
m
∑

{µj}

4̄
3̄
2
1

=
(

m[3] + 4m[2] + 2m[1]
)

+
(

2m[2] + 4m[1]
)

+
(

m[1] +m
)

A32 =
m
∑

{µj}

4̄
3̄
2
1

=
(

m[3] + 4m[2] + 2m[1]
)

+ (2m[2] + 4m[1]) + (m[1] +m)

A33 =
m
∑

{µj}

4̄
3̄
2
1

=
(

m[3] + 4m[2] + 2m[1]
)

+
(

2m[2] + 4m[1]
)

+
(

m[1] +m
)

.

Le terme A4 peut s’exprimer en fonction du terme A31,

A4 =

(n,m)
∑

{αi,µj}

4̄
3̄
2
1

6̄
5̄
4
3

= n2(n− 1)2A31 .

On vérifie qu’il y a bien dans les expressions des termes A3i et du terme A4, les m[3] + 6m[2] +
7m[1] +m = m4 configurations correspondant à la somme sur les quatre indices µj.
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ANNEXE B. DÉTAILS SUR LE CALCUL DU SECOND MOMENT

II. Le terme B

De la même manière que pour A, on trouve pour le terme B

B =

(n,m)
∑

{αi,µj}

n
∑

α3,α4

m
∑

µ5 6=µ6

e−2x (µ5+µ6)
2,4
1,2
2,3
1,1

4,6
3,6
4,5
3,5

=

(n,m)
∑

{αi,µj}

n
∑

α3,α4

(

g(x)
2,4
1,2
2,3
1,1

4̄
3̄
4
3

)

= n(n− 1)g(x)

(n,m)
∑

{αi,µj}

2,4
1,2
2,3
1,1

= n(n− 1)g(x)
m
∑

{µj}

n
∑

α1α2

(

g(x)
2,4
1,2
2,3
1,1

)

= n(n− 1)g(x)
m
∑

{µj}

(

n
4
2
3
1

+ n(n− 1)
4̄
2
3̄
1

)

= n2(n− 1)g(x)
(

B1 + (n− 1)B2

)

, (B.4)

où les termes Bi sont donnés par

B1 =
m
∑

{µj}

4
3
2
1

= A11

= m[3] + 4m[2] + 2m[2]

+m[1]

(

+ 2 + 4

)

+m ,

B2 =
m
∑

{µj}

4̄
3
2̄
1

=
(

m[3] + 4m[2] + 2m[1]
)

+
(

2m[2] + 4m[1]
)

+
(

m[1] +m
)

.

L’ensemble des valeurs exactes de chaque diagramme est répertorié dans l’annexe suivante.
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Annexe C

Valeurs des intégrales nécessaires pour le calcul

du second moment

Toutes ces intégrales peuvent être calculées par la méthode d’intégration invariante introduite
dans [AL03] et explicité dans l’annexe A. Dans la liste suivante, les intégrales (représentées par
leur diagramme) sont ordonnées de telle sorte qu’une intégrale donnée ne dépend dans le pire
des cas, que des intégrales notées au dessus d’elle. Le commentaire entre parenthèses illustre
quelles relations spécifiques sont utilisées pour calculer l’intégrale en question, en occurrence
exp pour l’utilisation d’une expression directement exploitable issue de [AL03], unit pour la
relation d’unitarité, fan pour la fan relation, 2blefan pour la double fan relation. Cependant,
il convient de préciser qu’une intégrale peut être obtenue de plusieurs manières. Notons que
l’expression de la dernière intégrale calculée à partir de toutes les autres intégrales, correspond
bien à l’expression calculée dans [AL04] par une méthode mixte intégration invariante - théorie
des groupes.
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ANNEXE C. VALEURS DES INTÉGRALES NÉCESSAIRES POUR LE

CALCUL DU SECOND MOMENT

= 1
N(N+1)

exp = −1
N(N2−1) exp

2

2
= 4

(N+3)(N+2)(N+1)N
exp = 1

(N+3)(N+2)(N+1)N
exp

2

= 2
(N+3)(N+2)(N+1)N

exp = N+1
(N+3)(N+2)N2(N−1) exp

= −4
(N+3)(N+2)(N2−1)N exp = N2+N+2

(N+3)(N+2)(N2−1)N2 unit

= −2
(N+3)(N+2)(N2−1)N unit 2 22

2

= 8
(N+3)(N+2)(N2−1)N2 exp

= 1
(N+3)(N−1)N2 fan = −1

(N+3)(N+2)(N+1)N2 2blefan

= 2
(N+3)(N+2)(N2−1)N2 2blefan = −1

(N+3)(N+2)(N2−1)N 2blefan

2

2 = 4
(N+3)(N+2)(N2−1)N2 unit = −1

(N+3)(N+2)(N+1)N2 2blefan

= −(N2+1)
(N+3)(N2−4)(N2−1)N2 unit = 3N−1

(N+3)(N2−4)(N2−1)N2 unit

= 1
(N+3)(N+2)(N2−1)N2 unit 2 = 2

(N+3)(N+2)(N2−1)N2 unit

= 2
(N+3)(N+2)(N2−1)N2 2blefan = −(N2+2N+2)

(N+3)(N2−4)(N2−1)N2 unit

= 1
(N+3)(N+2)(N2−1)N2 unit = (N2+6)

(N2−9)(N2−4)(N2−1)N2 unit
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Résumé

Cette thèse présente différents résultats portant sur deux thèmes précis dans le domaine de l’information
quantique. Le premier de ces thèmes concerne l’interférence présente dans les algorithmes quantiques. Par
l’intermédiaire d’une mesure récemment introduite dans la littérature, il est possible de quantifier l’interférence
présente dans tout algorithme quantique, dans le but de vérifier si il existe un lien entre interférence et ressource
computationnelle. Pour ce faire, deux types de modèles statistiques d’algorithmes quantiques ont été utilisés. Le
premier type, issu de la théorie des matrices aléatoires, est l’ensemble circulaire unitaire (CUE) tandis que le
second est un ensemble de circuits quantiques, construits par des séquences aléatoires de portes quantiques. Les
résultats analytiques et numériques obtenus dans cette thèse montrent qu’en moyenne tout algorithme quantique
contient une grande quantité d’interférence. L’étape supplémentaire fût d’étudier l’influence de la décohérence
engendrée par un bain thermique sur le comportement statistique de l’interférence. Grâce à l’utilisation de
méthodes mathématiques d’intégrations sur le groupe unitaire U(N), il est possible de généraliser les résultats
analytiques et numériques précédents pour inclure les effets de la décohérence.

Le deuxième thème étudié concerne la possibilité d’utiliser des algorithmes quantiques pour créer efficacement

des ensembles de matrices aléatoires. Pendant les travaux sur l’interférence, une équivalence entre CUE et
le modèle de circuits quantiques aléatoires fût observée. On peut attendre que de tels circuits quantiques
aléatoires puissent être utilisé pour pour construire des matrices aléatoires distribuées comme CUE. Les résultats
numériques de cette thèse montrent que certaines quantités statistiques propres à CUE sont bien reproduites par
le modèle de séquences aléatoires, ceci de manière efficace. L’efficacité signifie que les séquences sont constituées
d’un nombre de portes qui augmente comme le logarithme de la taille des matrices produites. Ces résultats sont
en parfait accord avec des travaux analytiques récemment publiés.

Mots-clefs

Mécanique quantique, interférence quantique, information quantique, calcul quantique, théorie des matrices
aléatoires, intégration invariante sur les groupes de Lie, simulations numériques.

Abstract

This thesis presents different results about two topics in the field of quantum information. The first of these
topics concerns the interference present in quantum algorithms. Thanks to a measure recently introduce in the
litterature, it is possible to quantify the interference present in any quantum algorithm, in order to check if
there is a link between interference and computationnal ressource. To do this, two kinds of statistical models
of quantum algorithms were used. The first one, which comes from the random matrix theory, is the circular
unitary ensemble (CUE) while the second one is a set of quantum circuits, built by random sequences of quantum
gates. The analytical and numerical results obtained in this thesis show that on average any quantum algorithm
contain a big amount of interference. The next step was to study the influence of the decoherence created by
a thermal bath on the statistics of the interference. Thanks to mathematical methods of integration over the
unitary group U(N), it is possible to generalise the previous analytical and numerical results to include the
effect of decoherence.

The second topic is about the possibility of using quantum algorithms to create efficiently random matrix
ensembles. During the works on interference, an equivalence between CUE and the model of random quantum
circuits was noticed. One might expect that such random quantum circuits can be used to build random
matrix ensembles drawn as CUE. The numerical results of this thesis show that given CUE quantities are well
reproduced by the model of random sequences in an efficient way. The efficiency means that the sequences are
built with a number of gates which increases as the logarithm of the size of the produced matrices. These results
are in agreement with recently published works.

Keywords

Quantum mechanics, quantum interference, quantum information, quantum computation, random matrix
theory, invariant integration over Lie’s groups, numerical simulations.


