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Введение

Стремление познать природу вещей привело человечество к более глубокому пониманию

устройства макро- и микромира, а также их взаимосвязи к настоящему времени. В превую

очередь, это привело к переосмыслению ранее известных знаний о квантовой и класси-

ческой механиках, предоставляя возможность понять предельный переход от квантового

поведения систем к классическому на качественно другом языке. Ряд проблем, изначаль-

но возникших при описании квантовых систем и поэтому связываемых исключительно

с квантовой природой рассматриваемых объектов, оказались свойственны и самой обыч-

ной классической механике. Успех теоретических методов описания квантовых систем

привёл к улучшению и экспериментальных методов измерения стостояний частиц, под-

чиняющихся квантовым закономерностям. Как оказалось, построенный математический

аппарат для описания квантовых объектов оказался более простым и интуитивно ясным с

фундаментальной точки зрения, чем обычно применяющийся. Наряду с этим, некоторые

важные проблемы квантовой механики, представляющие в данный момент большой инте-

рес, удалось переформулировать на более простом для поиска математического решения

языке.

На протяжении всего развития квантовой механики вследствие трудности её интуи-

тивного восприятия неоднократно предпринимались попытки построить близкую к клас-

сической формулировку квантовой механики, не используя понятия комплексной вол-

новой функции или матрицы плотности. Параллели между квантовой и классической

картинами мира проводил ещё Дирак, который рассматривал так называемые c-числа

и q-числа, первые из которых описывают классическую механику и являются обычны-

ми коммутирующими числами, а вторые не коммутируют и описывают квантовую ме-

ханику, являясь с точки зрения математики некоммутирующими линейными операто-

рами [1]. Позже аналогичные попытки предпринял Фейнман, введя в физику понятие

интегралов по траекториям [2] и Вигнер [3], который рассмотрел вещественную функ-
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цию на фазовой плоскости W (q, p), содержащую в себе всю информацию о квантовой

системе и являющуюся настолько максимально близким аналогом классической функ-

ции распределения f(q, p) на фазовой плоскости, насколько это позволяет соотношение

неопределённостей Гайзенберга. Интегрирование по переменной p функции Вигнера даёт

функцию распределения (маргинальное распределение) по q, а интегрирование по пере-

менной q даёт функцию распределения по p, при этом сама функция Вигнера W (q, p)

может принимать отрицательные значения. Для описания квантовых систем также рас-

сматривались и другие, похожие на функцию Вигнера функции, наподобие Q-функции

Хусими-Кано [4], P -функции Глаубера-Сударшана [5, 6] и других. Возможно, наличие со-

отношения неопределённостей являлось тем фактором, из-за которого построение форму-

лировки квантовой механики в терминах обычных функций распределения вероятностей

считалось невозможным в течении 70 лет.

В 1987г. Бертранами с целью улучшения измерения квантовых состояний была введена

оптическая томограмма ω(X, θ), имеющая смысл функции распределения координаты

X квантовой частицы в зависимости от ансамбля квантовых систем, повёрнутых на угол

θ в фазовом пространстве (q, p) (в случае одномерной модели) [7]. По своему физическо-

му смыслу оптическая томограмма, содержащая в себе всю информацию о квантовом

состоянии системы, является обратным преобразованием Радона от функции Вигнера.

Таким образом, взаимосвязь между функцией Вигнера и оптической томограммой точно

такая же, как и между функцией распределения массы на куске плоскости и весом всех

прямых, пересекающих рассматриваемую плоскость в задаче Радона [8]. В силу матема-

тических трудностей временная эволюция оптической томограммы - аналога уравнения

Шредингера - не получена до сих пор, хотя соотношения для перехода между оптиче-

ской томограммой и функцией Вигнера известны [9]. Непосредственная связь оптической

томограммы с волновой функцией впервые была получена в работе [10].

В 1996-1997гг. итало-российской группой учёных [11], [12] были опубликованы пер-

вые работы, в которых было рассмотрено обобщение понятия оптической томограммы -

так называемая симплектичсекая томограмма которая, как и оптическая томограмма,

является обычной положительной функцией распределения вероятности и содержит в

себе всю информацию о квантовом состоянии системы. Отличительная черта симплек-

тической томограммы заключается в том, что в функции распределения вероятности

для координаты требуется знание зависимости не только от поворота фазовой плоскости

системы, но и от изменения взаимного масштаба осей q и p. Эта особенность симлекти-
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ческой томограммы поволила обойти некоторые математические трудности, возникшие

при поиске уравнения временной эволюции для оптической томограммы, в результате че-

го уравнение эволюции для симплектической томограммы было найдено [11, 12]. Позже,

в работе [13] было найдено обратимое преобразование между спиновой матрицей плотно-

сти и так называемой спиновой томограммой - положительной функцией распределения

вероятности проекций спина на сфере (на n сферах для случая системы из n частиц со

спином), которая содержит в себе такую же информацию о спиновом состоянии кванто-

вой системы, как и спиновая матрица плотности. Таким образом, в «томографической»

формулировке квантовой механики, которая является замкнутым полноценным языком

описания квантовых систем, аналогом волновой функции (или матрицы плотности, зави-

сящей от непрерывных переменных) является симплектическая томограмма, а аналогом

спиновой матрицы плотности является спиновая томограмма. Ввиду того, что и сим-

плектическая, и спиновая томограммы являются обычными функциями распределения

вероятностей применение томографических методов к описанию квантовых систем поз-

воляет переформулировать любую задачу квантовой механики на чисто вроятностном

языке и использовать для нахождения её решения тот математический аппарт теории

вероятности, который развивался в течении последних 300 лет.

В одной из недавних работ [14] было показано, что симплектическая, спиновая и дру-

гие виды томограмм также могут быть представлены как квадраты коэффициентов раз-

ложения вектора состояния при проектировании его на некий набор состояний, называ-

емых томографическим сетом. В частности, для случая симплектической томограммы

каждое состояние из томографического сета характеризуется 2-мя параметрами: пово-

ротом фазового пространства и числом, характеризующим перемасштабирование осей

q и p.

Применение томографических методов к квантовой механике позволило ввести такие

вероятностные харктеристики состояний, как томографическая энтропия и томографи-

ческая информация, в то время как обычная энтропия Шеннона для спиновой матрицы

плотности (энтропия фон Ноймана) для чистых состояний всегда равна нулю.

В настоящее время большой интерес представляют собой создание квантовых ком-

пьютеров и возможность квантовой телепортации, которые основаны на явлении запу-

танности квантовых состояний [15]. Томографическая формулировка квантовой механики

позволила переформулировать до сих пор в общем случае не решённую задачу о запу-

танности квантовых спиновых состояний на языке теории вероятности [16]. Частичное
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исследование связи запутанности квантовых спиновых состояний с томографической эн-

тропией и томографической информацией состояний было проведено в работе [17]. Для

случая волновой функции и непрерывных наблюдаемых исследование эволюции запутан-

ности с помощью томографического подхода было рассмотрено на примере квантового

осциллятора с переменной частотой [18], представляющем интерес для изучения неста-

ционарного эффекта Казимира [19-23]. Томографическая формулировка квантовой меха-

ники является наиболее простой и естественной для исследования неравенств Белла [24],

которые позже были сформулированы как общее свойство распределения вероятностей

любой системы из 4-х подсистем, каждая из которых способна находиться с какой-то

врероятностью в одном из 2-х состояний [22].

Как было показано позднее, рассматривая поворот фазового пространства и изменение

масштаба осей q и p можно построить симплектическую томограмму и классической си-

стемы [25], [26], аналогично случаю квантовой системы, при этом уровнения эволюции для

квантовой и классической томограмм, получающихся похожими на уравнение Фоккера-

Планка, отличаются только во втором порядке при разложении потенциала по ~. Таким

образом, и квантовую и классическую механику можно сформулировать на одном и том

же языке, что упрощает исследование предельных переходов между классичессической

и квантовой механиками. Более того, в классической механике можно ввести и матри-

цу плотности для характеристики классического состояния [25], являющуюся аналогом

матрицы плотности в квантовой механике, при этом отличие в формулах преобразования

будет сводиться к замене функции Вигнера настоящей совместной функцией распределе-

ния f(q, p) на фазовой плоскости. В частности, используя данный подход, было показано,

что любому классическому состоянию соответствует не положительно определённая мат-

рица плотности в отличие от квантового состояния, всегда описываемого положительно

определённой матрицей плотности.

Аналогично тому, как мойаловская трактовка квантовой механики, основанная на

функции Вигнера, имеет интерпретацию на языке звёздочного произведения (символы

Вигнера-Вейля и ядро их звёздочного произведения) [27], [3], томографический подход к

описанию квантовой и классической механик также может быть сформулирован на «звёз-

дочном» языке [28]. Ядро звёздочного произведения томографических символов в кванто-

вой механике было найдёно в работе [28], а в классической механике - в [29]. В [29] также

были найдены томографические символы для координаты, импульса и произведения их

произвольных степеней в явной проинтегрированной форме. По аналогии с обычными
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квантовыми символами Вейля могут быть рассмотрены их аналоги и в классической ме-

ханике - так называемые классические символы Вейля, ядро звёздочного произведения

которых в проинтегрированном виде и классический символ Вейля произведения коор-

динаты и импульса также были найдены в [29].

Хорошим свойством томограммы квантового состояния является его измеримость, что

было продемонстрировано на экспериментах по гомодинной томографии с фотонами (см.,

например, [30]- [32]). Таким образом, экспериментально получаемая томограмма уже со-

держит в себе всю необходимую информацию о квантовом состоянии системы и может

использоваться в дальнейших расчётах непосредственно без перехода к волновой функ-

ции или матрице плотности, что позволяет существенно увеличить точность вычислений

по получаемым экспериментальным данным и избавиться от ряда сложностей, существо-

вавших при непосредственных измеренях матрицы плотности.

Ввиду полноты описания томографическим подходом квантовой механики введение

волновой функции или матрицы плотности, сыгравших роль «вспомогательных лесов»

при построении теории, не является необходимым, хотя как элемент математической кон-

струкции и удобный инструмент для решения многих задач подход, основанный на ис-

пользовании Гильбертова пространства состояний и операторов плотности играл и будет

продолжать играть важную роль.

В настоящей работе были решены три задачи, представленные в следующих трёх

главах, посвящённые развитию томографических методов для решения задач квантовой

и классической механик.

В 1-й главе изложены основные положения томографического подхода к квантовой и

классической механикам, известные до выполнения настоящей работы.

Во 2-й главе в явном проинтегрированном виде получены ядра звёздочных произве-

дений для классических томографических символов и матриц операторов в классической

механике в координатном представлении; томографические символы произвольной степе-

ни координаты, произвольной степени импульса и произведения координаты и импульса в

классической и квантовой механиках; томографические символы для произведения про-

извольных целых степеней координаты и импульса в классической механике; а также

матрица оператора произведения координаты и импульса в классической механике. Дан-

ные результаты дополняют общую картину методов, основанных на использвании разных

изоморфизмов в механике и изложенных в Гл. 1.

Дальнейшие главы посвящены исследованию явления запутанности в разных кванто-
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вых системах на примере бесспиновой системы, описываемой волновой функцией (Гл. 3)

и системы со спином (Гл. 4).

В 3-й главе с помощью квантовой томографии исследована эволюция запутанности

гауссовских состояний двумерного квантового осциллятора с трением и переменной ча-

стотой, а также состояний в системе с гамильтонианом более общего вида, содержащего

перекрёстный член с произведением операторов координат.

В 4-й главе получены общие формулы спиновых томограмм для случаев частиц со

спином j = 1, j = 3
2
и системы двух частиц со спином j = 1

2
. Для состояний с определён-

ной проекцией спина частиц со спином j = 1
2
, 1, 3

2
, для обычного и обобщённого состояний

Вернера частицы со спином j = 3
2
, а также для состояния Вернера системы двух спинов

j = 1
2
были построены и исследованы графики томографических характеристик состоя-

ний: спиновых томограмм, томографической энтропии и томографической информации.
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Глава 1

Основные положения томографических

методов в механике

1.1 Изоморфизм различных представлений состояний

механических систем

Стандартная дираковская формулировка квантовой механики постулирует соответствие

множества всевозможных квантовых состояний систем некоторому линейному гильберто-

вому пространству, вектора |ψ〉 которого, называемые векторами состояния, описывают

все допустимые состояния изолированных квантовых систем, более же общие случаи сме-

шанных состояний квантовых систем описываются оператороми плотности ρ̂ = |ψ〉〈ψ|.
Физическим величинам в дираковском подходе ставится в соответствие некоторый эр-

митов оператор, действующий в пространстве состояний. В качестве базиса, в котором

задаются операторы физических величин и векторов состояний могут быть выбраны соб-

ственные вектора любого эрмитового оператора, задание которого соответствует выбору

«представления» данных векторов состояний и операторов физических величин. Наи-

более часто использумыми представлениями являются координатное, импульсное, пред-

ставление когерентных состояний и собственных состояний осциллятора (фоковский ба-

зис) для векторов состояний в бесконечномерном гильбертовом пространстве, а также

собственное представление для операторов квадрата момента и проекции момента в ко-

нечномерном гильбертовом пространстве спиновых состояний. Все представления такого

рода, соответствующие выбору некоторого базиса, являются физически эквивалентными,

переход же от одного представления к другому задаётся некоторым унитарным опера-
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тором, действующим в пространстве состояний и осуществляющим поворот базисных

векторов.

Ключевым фактором, объединяющим всевозможные представления в дираковском

подходе, является постулирование структуры множества состояний квантовых систем

- линейного пространства. Задание линейности пространства состояний позволяет ис-

пользовать простой и удобный с математической точки зрения аппарат для изложения

квантовой механики и решения многих квантовомеханических задач. С другой стороны,

линейное пространство является достаточно частным случаем возможной структуры на

множестве состояний, что, как было показано, может приводить к усложнению реше-

ния некоторых квантовомеханических задач в дираковской формулировке. Пространство

состояний задаётся над полем комплексных чисел, использование же комплексных функ-

ций при описании квантовых систем более тяжело воспринимается с интуитивной точки

зрения и не всегда является удобным для решения некоторых задач. Выходом из ситуа-

ции является отказ от использования линейности пространства на множестве состояний

квантовых систем и использование более общих, интегральных преобразований, не сводя-

щихся к действию унитарного оператора на вектор состояния |ψ〉 для перехода к другим

«представлениям» - формулировкам квантовой механики.

В данной главе с разной степенью подробности будут рассмотрены две такие фор-

мулировки квантовой механики, существующие параллельно дираковской и независимые

от неё (для простоты условимся пока не рассматривать спиновые состояния): вейлевская

формулировка квантовой механики, описывающая состояние квантовой системы с помо-

щью функции Вигнера - квазираспределения на фазовой плоскости системы (см. [3]) и

томографическая формулировка квантовой механики, описывающая состояние кванто-

вой системы обычной функцией распределения вероятностей, называемой симплектиче-

ской томограммой [11]. Обе указанные формулировки обеспечивают ряд хороших свойств

объектов, описывающих квантовые состояния. В то время как обычная теория представ-

лений, используемая в дираковском подходе и основанная на использовании различных

базисов в пространстве состояний, реализует собой изоморфизм относительно операции

сложения векторов состояния, вейлевская и томографическая формулировки квантовой

механики реализуют уже «изоморфизм более высокого уровня» разных подходов к опи-

санию квантовых систем. Смысл, в котором понимается изоморфизм для таких, суще-

ствующих параллельно дираковской формулировках квантовой механики, будет изложен

ниже.
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Рассматриваемые формулировки квантовой механики обычно вводят следующим об-

разом, как это и было сделано исторически: матрицу плотности находят из запостулиро-

ванной дираковской формулировки квантовой механики, из матрицы плотности в коорди-

натном представлении с помощью интегрального преобразования находят функцию Виг-

нера, а из функции Вигнера интегральным преобразованием получают симплектическую

томограмму. Таким образом, квантовомеханическая матрица плотности в координатном

представлении является точкой входа в данную цепочку преобразований. В силу экви-

валентности указанных формулировок квантовой механики все интегральные преобразо-

вания, реализующие переходы от одной формулировки к другой, являются обратимыми.

Кроме того, указанные преобразования имеют прозрачный физический смысл, что будет

показано далее.

Перейдём к рассмотрению понятия состояния в классической механике.

Состояние классической частицы в механике в любой момент времени можно описать

точкой на фазовой плоскости (q, p), при этом эволюции во времени будет соответство-

вать некоторая кривая на фазовой плоскости. В общем случае, при наличии флуктуаций

в классической механике (например, при помещении частицы в газ при температуре T )

состояние частицы вместо точки будет задаваться некоторой положительной нормиро-

ванной функцией распределения f(q, p) на фазовой плоскости:

f(q, p) ≥ 0,
∫

f(q, p) dq dp = 1.

По своему физическому смыслу функция Вигнера в квантовой механике является наи-

более близким аналогом обычной функции распределения f(q, p), задающей состояние в

классической механике. Согласно вышесказанному, есть некоторая связь, выражаемая

интегральным преобразованием, между функцией Вигнера в квантовой механике и кван-

товомеханической матрицей плотности. Пользуясь аналогией между функцией Вигнера

в квантовой механике и функцией распределения на фазовой плоскости в классической

механике в формулы обратимого перехода между матрицей плотности в координатном

представлении и функцией Вигнера может быть подставлена и f(q, p), задающая состо-

яние в классической механике. Данный приём позволяет сконструировать квантовоме-

ханический подход к описанию классических состояний, поставив в соответствие обыч-

ной функции распределения f(q, p) в классической механике его классическую матрицу

плотности в координатном представлении, являющуюся аналогом обычной квантовой
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матрицы плотности. Аналогично, пользуясь соответствием между f(q, p) и функцией Виг-

нера, можно получить и томограмму классического состояния [26]. Таким образом, поль-

зуясь аналогией, можно построить классические аналоги всех вышеприведённых фор-

мулировок квантовой механики. Позже будет изложен физический смысл проводимых

интегральных преобразований в классической механике и будет показано, что квантовая

механика не является сколь-нибудь выделенной по правомочности применения данных

интегральных преобразований. Томографический (вероятностный) и квантовомеханиче-

ский подходы к описанию классических состояний были рассмотрены в недавних работах

[25, 26, 33, 34, 35], сама же возможность объединения квантовых и классических степеней

свободы обсуждалась в работе [36].

В случае квантовой механики имеет место соотношение неопределённостей для коор-

динаты и импульса, характеризуемое постоянной Планка ~, вследствие которого мень-

шим значениям постоянной Планка соответствуют меньшие флуктцации координаты и

импульса, и наоборот; при описании же состояний в классической механике постоянная

Планка не вводится.

До сих пор не упоминалось о том, во что переходят действия операторов в дираков-

ской формулировке квантовой механики при переходе к другим эквивалентным форму-

лировкам и о том, во что переходят операторы при переходе из квантовой механики в

классическую. Для ответа на этот вопрос воспользуемся так называемым формализмом

звёздочного произведения [37] - удобным математическим языком описания всех вышеупо-

мянутых изоморфизмов, который позволит в простой унифицированной форме описать

как ранее известные дираковскую и вейлевскую формулировки квантовой механики, так

и все остальные вышеупомянутые формулировки квантовой и классической механик.

1.2 Формализм звёздочного произведения

В отличие от подхода, основанного на теории операторов в некотором векторном про-

странстве, основными объектами, с которыми работает звёздочное произведение, явля-

ются функции, называемые символами. В общем случае символы могут являться обоб-

щёнными функцями. На множестве символов - некоторых функций, задаётся бинарная

операция, называемая звёздочным произведением символов, которая позволяет поставить

в соответствие некоторым двум символам третий. Данная операция технически обычно

осуществляется некоторым ядром интегрального преобразования.
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Закон соответствия между операторным подходом к описанию систем и подходом,

основанным на звёздочном произведении, формулируется следующим образом.

Для наглядности условимся рассматривать линейное пространство векторов состоя-

ний, используемое в дираковском подходе к описанию квантовой механики, то есть под

операторами будем подразумевать именно операторы физических величин. Для каждо-

мого типа звёздочного произведения зададим два набора операторов: Û(~x) и D̂(~x), где

~x = (x1, x2, . . . , xN) - точка из некоторого многообразия (см. работы [38]- [41]). Перемен-

ные ~x в общем случае могут быть как дискретными, так и непрерывными, но в данной

работе мы ограничимся рассмотрением случая только непрерывных переменных xs ∈ R

(s = 1, 2, . . . , N). Операторы D̂(~x) называются квантайзерами, а операторы Û(~x) - де-

квантайзерами по причинам, изложенным ниже.

Каждому оператору Â, действующему в общем с квантайзерами и деквантайзерами

гильбертовом пространстве H поставим в соответствие функцию, называемую символом

оператора Â, по следующему закону:

fA(~x) = Tr ÂÛ(~x), (1.1)

где предполагается существование указанного следа. Таким образом, деквантайзер Û(~x)

позволяет отображать оператор на функцию - символ оператора, то есть «декванти-

зировать» квантовую наблюдаемую. При условии существования обращения соотноше-

ния (1.1) в форме

Â =

∫
fA(~x)D̂(~x) d~x, (1.2)

где преполагается существование меры d~x на некотором многообразии и возможность вос-

становления оператора Â по его символу fA(~x), оператор D̂(~x) играет противоположную

роль, позволяя отображать функцию fA(~x) (классическую наблюдаемую) на оператор Â

(квантовую наблюдаемую), то есть «квантизировать» функцию. Подстановка (1.2) в (1.1)

приводит к условию совместимости полученных отображений:

Tr Û(~x)D̂(~x′) = δ(~x− ~x′), (1.3)

где δ(~x − ~x′) понимается как дельта-функция Дирака в случае xs ∈ R, s = 1, 2, . . . , N и

как дельта-символ Кронекера в случае дискретных переменных.

Звёздочное произведение символов fA(~x) и fB(~x) операторов Â и B̂ определяется по-

средством следующих правил:

ÂB̂ ↔ fA(~x) ∗ fB(~x) := fAB(~x),
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при этом, полагая произведение операторов ассоциативным, мы получим звёздочное про-

изведение функций (символов операторов) также ассоциативным:

(ÂB̂)Ĉ = Â(B̂Ĉ) →
(
fA(~x) ∗ fB(~x)

)
∗ fC(~x) = fA(~x) ∗

(
fB(~x) ∗ fC(~x)

)
.

Полученное таким образом ассоциативное звёздочное произведение в некоторых частных

случаях может сводиться к поточечному произведению функций или закону наподобие

обычного произведения матриц, где осуществляется свёртка по паре индексов, в общем же

случае оно может быть описано ядром некоторого интегрального оператора K(~x1, ~x2, ~x):

fA(~x) ∗ fB(~x) =

∫
K(~x1, ~x2, ~x)fA(~x1)fB(~x2) d~x1 d~x2. (1.4)

Выражение для ядра может быть получено в явном виде с помощью соотношений (1.1)

и (1.2):

K(~x1, ~x2, ~x) = Tr
(
D̂(~x1)D̂(~x2)Û(~x)

)
. (1.5)

Рассмотренное ядро звёздочного произведения символов является линейным по отно-

шению к оператору-деквантайзеру и нелинейным по отношению к оператору-квантайзеру.

Таким образом, ввиду нелинейности имеется асимметрия ядра по отношению к операторам-

квантайзерам и деквантайзерам.

Дадим интепретацию приведённым в предыдущем параграфе формулировкам кван-

товой и классической маханик с точки зрения звёздочного произведения.

В общем случае в дираковской формулиролвке квантовой механики состояние можно

задавать оператором плотности, что позволит описать все квантовомеханические преоб-

разования как операции с матрицами операторов. Поскольку произведение матриц - в

общем случае свёртка двух матриц по паре индексов - может быть задана некоторым

ядром интегрального преобразования, это даёт лёгкий путь для интерпретации дираков-

ского подхода, использующего координатное представление, на языке звёздочного произ-

ведения: матрица плотности в координатном представлении является символом операто-

ра плотности с точки зрения звёздочного произведения для операторов в координатном

представлении. Поскольку операторы в квантовой механике в общем случае не коммути-

руют, то и ядро звёздочного произведения этих операторов, в силу соответствия, не будет

коммутативным. Аналогичное утверждение может быть сделано и в классической меха-

нике: классические матрицы плотности в координатном представлении, полученные из

функции распределения на фазовой плоскости, являются символами с точки зрения звёз-

дочного произведения, однако ядро, соответствющее звёздочному произведению символов
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- классических матриц плотности, будет коммутативным в отличие от квантовомеханиче-

ского случая. Коммутативность ядра в классическом случае следует из коммутативности

произведения функций (поточечного) на фазовой плоскости, задающих классическое со-

стояние.

Вейлевский подход к описанию квантовой [3, 27] и классической [25, 26] механик имеет

следующую интерпретацию на звёздочном языке: функция Вигнера и функция распре-

деления f(q, p) на фазовой плоскости являются, соответственно, квантовым и классиче-

ским символами Вейля (условимся называть обычные символы Вейля квантовыми, что-

бы отличать их от классических), описывающими состояние, причём ядро произведения

квантовых символов Вейля является некоммутативным, ядро же произведения класси-

ческих символов Вейля коммутативно и поточечно в силу поточечности произведения

функций на фазовой плоскости в классической механике. Каждому квантовомеханиче-

скому оператору может быть поставлен в соответствие его квантовый символ Вейля, с

другой стороны, реализуя квантовомеханический подход к классической механике, по

каждому классическому символу Вейля может быть построен его оператор в классиче-

ской механике - аналог обычного оператора в квантовой механике дираковского подхода.

Операторы-квантайзеры и деквантайзеры, позволяющие отобразить квантовомеханиче-

ские операторы на функции в фазовой плоскости - символы Вейля, будут приведены

позже.

В вейлевском подходе и подходе, основанном на матрицах плотности, объекты, описы-

вающие состояние, обладают несколько разной природой: функция Вигнера может быть

отрицательной и не является совместной функцией распределения двух случайных вели-

чин - координаты и импульса (это следует из соотношения неопределённостей Гайзенбер-

га) в отличие от функции распределения на фазовой плоскости в классической механике,

классическая же матрица плотности может не являться положительно определённой в

отличие от всегда положительно определённой матрицы плотности в квантовой механи-

ке.

Достаточно близкими и удобными с точки зрения своих свойств, а также для сравне-

ния квантовой и классической механик, являются томограммы состояния в класической

и квантовой механиках. Обе механики в рамках томографического подхода описываются

одним и тем же объектом - томограммой квантового состояния, являющейся обычной

функцией распределения вероятности (см. работы [11, 13], [38]- [51]). Сравнение кван-

товой и классической картин в представлениях, оперирующих разными объектами (вол-
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новой функцией и матрицей плотности в случае квантовой механики и распределением

вероятности в фазовом пространстве в случае классической механики) представляется

более сложным.

С точки зрения звёздочного произведения томограмма квантового состояния являет-

ся квантовым томографическим символом квантовомеханического оператора плотности,

томограмма же классического состояния может интерпретироваться как классический то-

мографический символ, восстанавливаемый по функции распределения на фазовой плос-

кости - классическому символу Вейля. Соответственно, квантайзер и деквантайзер для

звёздочного произведения томографических символов позволяют сопоставлять любому

квантовомеханическому оператору его квантовый томографический символ в томогра-

фическом подходе. В общем случае, томографические символы могут быть найдены для

широкого класса функций на фазовой плоскости, например, для произведений координат

и импульсов произвольных целых степеней (см. результаты, полученные в Гл. 2). Ана-

логично предыдущим приведённым формулировкам квантовой и классической механик

одним из ключевых отличий томографического подхода в классической механике явля-

ется коммутативность ядра классических томографических символов, отсутствующая в

квантовом случае (см. результаты Гл. 2).

Ядро звёздочного произведения классических наблюдаемых на фазовой плоскости

(q, p) и ядро коммутативного звёздочного произведения классических томографических

симвлолов, наряду с самими томографическими символами наблюдаемых, обсуждались в

работе [25] (см. также [52]), где была упомянута возможность получения ядра звёздочного

произведения для классических томографических символов с помощью ядра поточечно-

го звёздочного произведения в фазовом пространстве (ядра для классических символов

Вейля) и ядра звёздочного произведения в координатном представлении (ядра для звёз-

дочного произведения классических матриц плотности - аналогов матрицы плотности

в квантовой механике). В Гл. 2 в настоящей работе ядро звёздочного произведения клас-

сических томографических символов будет получено явно.

Рассмотренные параллелли между квантовой и классической механиками, а также

разными подходами к описанию механических систем схематически изборажены в ниже-

приведённой таблице.

Спиновые состояния в квантовой механике также могут быть описаны в рамках томо-

графического подхода с помощью функции распределения проекций спина частиц систе-

мы, зависящей от сферических углов - спиновой томограммы. Интерпретация спиновой
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томографии на языке звёздочного произведения была дана в работе [53].

Изоморфизм различных типов звёздочных произведений в квантовой и классической

механиках в совокупности с принципом соответствия функции Вигнера в квантовой ме-

ханике классической функции распределения на фазовой плоскости в классической ме-

ханике, как единственного отличия квантовой и классической механик с точки зрения

звёздочного произведения, позволяет сделать следующий вывод: если в вейлевском звёз-

дочном произведении квантовый и классический символы совпали, то они совпадут и во

всех других типах звёздочного произведения. Справедливо и более сильное утверждение

в силу изоморфизма звёздочных произведений: если квантовый и классический символы

совпадают в какой-либо одной схеме звёздочного произведения, то они совпадают и во

всех других его схемах

Язык звёздочного произведения позволяет сформулировать очень простой и удоб-

ный для вычислений принцип соответствия между физическими наблюдаемыми клас-

сической механики и их квантовомеханическими операторами, эквивалентный принципу

соответствия Вейля: если физическую наблюдаемую - функцию на фазовой плоскости -

интерпретировать как классический символ Вейля, то восстанавливаемая по ней матрица

оператора в координатном представлении в классической механике - символ оператора в

координатном представлении в классической механике - в точности будет равна кванто-

вомеханическому оператору данной физической наблюдаемой. Данный принцип соответ-

ствия в более красивой форме может быть сформулирован так: в любой схеме звёздочного

произведения квантовый и классический символы любой физической наблюдаемой совпа-

дают.

Далее будут более подробно рассмотрены вышеприведённые примеры звёздочного

произведения, используемого в квантовой и классической механиках, формализм при-

менения операторов в гильбертовом пространстве к классической механике, аналогично

тому, как это делается в квантовом случае и приведены соотношения, реализующие связь

между разными подходами к описанию механических систем.
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Некоторые изоморфизмы механики относительно звёздочного произведения

(таблица соответствия символов)

Механика

Тип представления Классическая Квантовая

Томографический подход Классические томографи-

ческие символы и томо-

грамма классического со-

стояния

Квантовые томографиче-

ские символы и томограм-

ма квантового состояния

Функции на фазовой плос-

кости

Классические символы

Вейля и функция рас-

пределения на фазовой

плоскости

(Квантовые) символы

Вейля и функция Вигнера

(квазираспределение)

Координатное представле-

ние

Матрица оператора в

координатном представ-

лении в классической

механике и матрица плот-

ности в классической

механике в координатном

представлении

Матрица оператора в

координатном представле-

нии в квантовой механике

и матрица плотности в

квантовой механике в

координатном представле-

нии

1.3 Символы Вейля и матрицы операторов в квантовой

механике

В квантовой механике вейлевские символы опрераторов, действующих в гильбертовом

пространстве, были введены в работах [3, 27] с помощью следующих операторов-деквантайзеров

и квантайзеров:

Û(~x) = 2D̂(2α)Î , D̂(~x) =
1

π
D̂(2α)Î , (1.6)

гдe ~x = (x1, x2) ≡ (q, p), Î есть оператор чётности, действующий на волновую функцию:

Îψ(x) = ψ(−x), (1.7)

а через D̂(γ) обозначен унитарный оператор сдвига, переводящий вакуумное состояние

| 0〉 в когерентное состояние | γ〉:

D̂(γ) | 0〉 =| γ〉. (1.8)
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Опреатор сдвига имеет вид:

D̂(γ) = exp(γâ† − γ∗â), (1.9)

где операторы рождения и уничтожения â† и â удовлетворяют коммутационному соотно-

шению

[â, â†] = 1. (1.10)

Комплексное число α в формуле (1.6) определяется как

α =
q + ip√

2
.

Можно показать, что обычное определение вейлевского символа оператора Â с помощью

выражения

fA(q, p) = 2Tr
(
ÂD̂(2α)Î

)
(1.11)

эквивалентно определению через матричные элементы этого оператора в координатном

представлении

A(x, x′) = 〈x | Â | x′〉 (1.12)

- преобразованию Фурье

fA(q, p) =

∫
A

(
q +

u

2
, q − u

2

)
e−ipu du, (1.13)

обращение которого даётся соотношением:

A(x, x′) =
1

2π

∫
fA

(
x + x′

2
, p

)
eip(x−x′) dp. (1.14)

Функция Вигнера W (q, p) (см. [3]) является символом Вейля оператора плотности ρ̂ кван-

тового состояния, а, следовательно,

W (q, p) =

∫
ρ

(
q +

u

2
, q − u

2

)
e−ipu du. (1.15)

Условие нормировки для матрицы плотности
∫

ρ(q, q) dq = 1

приводит к нормированности и функции Вигнера:

1

2π

∫
W (q, p) dq dp = 1.

В квантовой механнике звёздочное произведение матричных элементов операторов Â и B̂

в координатном представлении - функций двух переменных A(x, x′) и B(x, x′) - является
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некоммутативным, но ассоциативным и определяется стандартным правилом перемноже-

ния матриц

A(x, x′) ∗B(x, x′) =

∫
A(x, y)B(y, x′) dy, (1.16)

которое может быть представлено в стандартной форме

A(x, x′) ∗B(x, x′) =

∫
A(y1, z1)B(y2, z2)K(y1, z1, y2, z2, x, x′) dy1 dz1 dy2 dz2 (1.17)

с ядром звёздочного произведения

K(y1, z1, y2, z2, x, x′) = δ(x− y1)δ(z2 − x′)δ(z1 − y2). (1.18)

Вычисление звёздочного произведения символов Вейля - компонент Фурье (1.13) с учётом

найденного ядра (1.18) (ядра звёздочного произведения символов операторов в коорди-

натном представлении в квантовой механике) приводит к результату

K(q1, p1, q2, p2, q3, p3) =
1

π2
exp

[
2i

(
p2q1 − p1q2 + p3q2 − p2q3 + p1q3 − p3q1

)]
, (1.19)

известному как ядро Гронвольда [54].

1.4 Символы Вейля и матрицы операторов в классиче-

ской механике

Рассмотрим взаимосвязь между звёздочным произведением в вейлевском представлении

и звёздочным произведением для матриц операторов в корординатном представлении

для классической механики аналогично квантовому случаю, описанному в предыдущем

параграфе.

Связь между матрицей плотности ρcl(x, x′) классического состояния и его представле-

нием f(q, p) на фазовой плоскости была определена в работах [25, 26] в виде соотношений

ρcl(x, x′) =
1

2π

∫
f

(
x + x′

2
, p

)
eip(x−x′)dp,

f(q, p) =

∫
ρcl

(
q +

u

2
, q − u

2

)
e−ipudu.

(1.20)

аналогичных формулам (1.13), (1.14) в квантовой механике. В случае произвольной функ-

ции f(q, p) на фазовой плоскости, которая понимается как классический символ Вейля,

соотношения (1.20) дают связь между символом оператора в координатном представле-

нии в классической механике, соответствующим символу Вейля f(q, p) и самим символом

Вейля.
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Ядро здвёздочного произведения классических символов операторов в координатном

представлении было найдёно в работах [25, 52] с помощью ядра звёздочного произведения

классических символов Вейля [55] в виде:

K(x, x′, x1, x2, x
′
1, x

′
2) =

∫
δ(x− x′ − u1 − u2)δ

(
x1 − x + x′

2
− u1

2

)
δ

(
x2 − x + x′

2
+

u1

2

)

×δ

(
x′1 −

x + x′

2
− u2

2

)
δ

(
x′2 −

x + x′

2
+

u2

2

)
du1 du2. (1.21)

Коммутативность (поточечность) здвёздочного произведения классических символов Вей-

ля - функций на фазовой плоскости в классической механике - приводит к коммутативно-

сти и ядра (1.21). Таким образом, звёздочное произведение двух классических символов

операторов в координатном представлении ρ1cl(x1, x2) и ρ2cl(x
′
1, x

′
2) с учётом найдённого

ядра может быть представлено в виде (см. [25]):

(ρ1cl ∗ ρ2cl)(x, x′) = ρ1cl(x1, x2) ∗ ρ2cl(x
′
1, x

′
2)

=

∫
K(x, x′, x1, x2, x

′
1, x

′
2)ρ1cl(x1, x2)ρ2cl(x

′
1, x

′
2) dx1 dx2 dx′1 dx′2.

В случае совпадающих квантовых и классических символов Вейля каких-либо наблю-

даемых в силу соотношений (1.20) символы этих наблюдаемых в координатном представ-

лении в классической и квантовой механиках также будут совпадающими, что находит-

ся в соответствии со сказанным в параграфе о звёздочном произведении. В частности,

поскольку и квантовые и классические вейлевские символы операторов координаты и

имупльса равны, соответственно, A(q, p) = q и B(q, p) = p, матрицы операторов коорди-

наты и импульса (символы операторов координаты и импульса) в координатном пред-

ставлении в классической механике будут такими же как и в квантовой:

〈x1 | Âcl | x2〉 = x2δ(x1 − x2),

〈x1 | B̂cl | x2〉 = i
∂

∂x2

δ(x1 − x2).

1.5 Метод симплектической томографии в механике

Рассмотрим томографические методы в механике, позволяющие описывать одновременно

и квантовую и классическую механику с единых позиций и задавать как квантовое, так

и классическое состояние одним и тем же объектом - симплектической томограммой.
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Симплектическая томография в квантовой механике является схемой квантования с

помощью звёздочного произведения, основанной на следующих деквантайзерах и кван-

тайзерах:

Û(~x) ≡ Û(X, µ, ν) = δ(X − µq̂ − νp̂),

(1.22)

D̂(~x) ≡ D̂(X,µ, ν) =
1

2π
exp [i (X − µq̂ − νp̂)] .

Для данного звёздочного произведения символ оператора Â, называемый квантовым то-

мографическим символом, имеет вид:

wA(X, µ, ν) = Tr (Â δ(X − µq̂ − νp̂)), (1.23)

где p̂ и q̂ - операторы импульса и координаты - действуют на волновую функцию в коор-

динатном представлении ψ(x) в случае ~ = 1 как

q̂ψ(x) = xψ(x),

p̂ψ(x) = −i
∂

∂x
ψ(x),

а δ-функция от оператора в (1.23) определяется как интеграл Фурье:

δ(X − µq̂ − νp̂) =
1

2π

∫
eik(X−µq̂−νp̂)dk.

Томографический символ wA(X, µ, ν) обладает свойством однородности:

wA(λX, λµ, λν) =
1

|λ|wA(X, µ, ν). (1.24)

Ядро звёздочного произведения томографических символов в квантовой механике,

согласно (1.5), даётся соотношением

K(X1, µ1, ν1, X2, µ2, ν2, X, µ, ν) = Tr
(
D̂(X1, µ1, ν1)D̂(X2, µ2, ν2)Û(X, µ, ν)

)
, (1.25)

которое было вычислено в работах [39, 40]:

K(X1, µ1, ν1, X2, µ2, ν2, X, µ, ν) =
1

4π2
δ
(
ν(µ1 + µ2)− µ(ν1 + ν2)

)

× exp
(
iX1 + iX2 +

i

2
(ν1µ2 − ν2µ1)− i

(ν1 + ν2)X

ν

)
. (1.26)

Аналогично рассмотренной в предыдущих параграфах вейлевской схеме звёздочно-

го произведения квантовый томографический символ оператора плотности ρ̂, также как
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и его вейлевский символ - функция Вигнера W (q, p), является полноценной характери-

стикой квантового состояния, описываемого матрицей плотности 〈x|ρ̂|x′〉, и называется

симплектической томограммой квантового состояния:

wρ̂(X, µ, ν) = Tr (ρ̂δ(X − µq̂ − νp̂)). (1.27)

Для краткости, как это принято, условимся называть симплектическую томограмму со-

стояния в механике просто томограммой, а также опускать индекс ρ̂.

Томограмма в квантовой и классической механиках w(X,µ, ν) другим способом может

быть определена через вейлевское представление состояния согласно соотношениям:

w(X,µ, ν) =
1

2π

∫
F (q, p)δ(X − µq − νp) dq dp,

F (q, p) =
1

2π

∫
w(X, µ, ν)ei(X−µq−νp) dX dµ dν,

(1.28)

где F (q, p) - описывающая состояние нормированная функция распределения на фазовой

плоскости f(q, p) в случае классической механики или функция Вигнера W (q, p), зада-

ющая состояние квантовомеханической системы. Условие нормировки в обоих случаях

полагается одним и тем же:
1

2π

∫
F (q, p) dq dp = 1

Замена функции F (q, p) в соотношениях (1.28) произвольными квантовыми или класси-

ческими символами Вейля позволяет отображать их на томографические символы кван-

товой, соответственно, или классической механики, что может быть взято за определение

томографических символов в обеих механиках.

Поскольку квантовый и классический символы, соответствующие одной и той же фи-

зической наблюдаемой, совпадают друг с другом в любой схеме звёздочного произведе-

ния, то, в частности, квантовые томографические символы координаты и импульса, а

также квантовый единичный томографический символ (символ, соответствующий еди-

ничному оператору) совпадают с классическими. Впервые единичный томографический

символ был найден в работе [56]:

w1(X, µ, ν) = −π|X|δ(µ)δ(ν). (1.29)

Соотношения (1.28) имеют прозрачный физический смысл: связь между функцией

F (q, p) и томограммой в точности соответствуют прямому и обратному преобразованиям

Радона (см. [8]). Задача Радона заключалась в восстановлении распределения плотности
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на куске плоскости по известному весу всех его пересекающих прямых. В случае вейлев-

ского символа, характеризующего состояние системы, роль плоскости в задаче Радона

играет фазовая плоскость системы (q, p), а роль восстанавливаемой функции - истиная

функция распределения f(q, p) в случае классической механики и квазираспределение -

функция Вигнера W (q, p) - в случае квантовой механики.

По своему физическому смыслу томограмма и в квантовом и в классическом случаях

есть нормированная функция распределения случайной переменной X:

w(X,µ, ν) ≥ 0, (1.30)
∫

w(X, µ, ν) dX = 1, (1.31)

где числа µ и ν, связанные с поворотом фазовой плоскости на угол θ и коэффициентом

перемасштабирования осей q и p s как

µ = s cos θ, ν = s−1 sin θ, (1.32)

задают различные системы отсчёта в фазовом пространстве системы, а X является коор-

динатой, измеряемой в повёрнутом фазовом пространстве, которое задаётся числами µ и

ν. Параметры X,µ, ν являются произвольными вещественными числами:−∞ < X,µ, ν < ∞.

В силу свойства однородности любых томографических символов (1.24), следующей,

например, из соотношений (1.28) (из однородности δ-функции), томограмма и в квантовой

и в классической механиках является функцией только двух независимых переменных.

Уравнение Шредингера, описывающее эволюцию квантовых состояний, может быть

переписано в терминах любой независимой формулировки квантовой механики, в частно-

сти для симплектической томограммы в квантовой механике. Эволюция же томограммы

классического состояния, также как и квантового, описывается похожим интегродиффе-

ренциальным уравнением. В частности, квантовый пропагатор в томографическом пред-

ставлении Π(X, µ, ν,X′, µ′, ν ′, t), соответствующий функции Грина в дираковской форму-

лировке квантовой механики, позволяет записать эволюцию квантового состояния, соот-

ветствующего начальному состоянию w(X′, µ′, ν ′, 0) в виде [11, 12, 57]:

w(X, µ, ν, t) =

∫
Π(X, µ, ν,X′, µ′, ν ′, t) w(X′, µ′, ν ′, 0) dX′ dµ′ dν ′ (1.33)
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1.6 Томография спиновых состояний

Спиновые состояния квантовых систем, обычно описываемые спинорами и комплексны-

ми матрицами плотности, также могут быть описаны функциями распределения веро-

ятностей, как и состояния с непрерывными переменными. Томографический подход к

описанию спиновых систем был развит в работах [13, 43].

Произвольная томографическая схема описания спиновых состояний может быть по-

строена следующим образом.

Рассмотрим систему N спинов, состояние которой задано спиновой матрицей плот-

ности ρ~m1 ~m2 в базисе состояний с определёнными проекциями спина на ось z, а U(~ϕ) -

произвольная унитарная матрица, зависящая от уголв ~ϕ = (ϕ1, ..., ϕn), параметризующих

унитарное преобразование. Данное состояние может быть в общем случае описано уни-

тарной спиновой томограммой ω(~m, ~ϕ) которая впервые была введена в работе [16] c

помощью соотношения:

ω(~m, ~ϕ) =
−~R∑

~m′
1, ~m′

2=~R

U~m~m′
1
(~ϕ)ρ~m′

1 ~m′
2
U∗

~m~m′
2
(~ϕ), (1.34)

где через ~R и −~R обозначены состояния, в которых все частицы системы имеют, соот-

ветственно, максимальные и минимальные спиновые проекции. По своему физическому

смыслу унитарная томограмма является вероятностью обнаружения спиновых проекций

~m у частиц рассматриваемой системы в системе координат, повёрнутой в унитарном про-

странстве с помощью матрицы U(~ϕ). С технической точки зрения компоненты унитарной

томограммы есть диагональные коэффициенты матрицы плотности, повёрнутой в неко-

тором унитарном пространстве. Унитарная томограмма является объектом, экваивалент-

ным по информативности спиновой матрице плотности и содержит в себе ровно столько

же информации о спиновом состоянии, сколько и спиновая матрица плотности.

Унитарная матрица U(~ϕ) в общем случае осуществляет как локальные, так и нело-

кальные преобразования, в частности, для спиновой системы, состоящей из двух подси-

стем, локальное преобразование описывается унитарной матрицей U(1) ⊗ U(2), где U(1)

и U(2) - унитарные матрицы, действующие на соответствующие подсистемы.

В некоторых важных частных случаях матрица U(~ϕ) может имееть смысл поворота

в обычном конфигурационном пространстве. В частности, для систем с определённым

спином j, состояние которых задаётся спиновой матрицей ρ
(j)

m′
1m′

2
в стандартном бази-

се |jm〉-состояний, а вращение в (1.34) производится посредством D-функций Вигнера
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D
(j)
m1m2(α, β, γ) (см., например, [58]) (т. е. ~ϕ в данном случае является совокупностью эй-

леровских углов α, β и γ) унитарная спиновая томограмма (1.34) называется спиновой

томограммой

ω(j)(m,α, β) =

−j∑

m′
1,m′

2=j

D
(j)

mm′
1
(α, β, γ)ρ

(j)

m′
1m′

2
D

(j)∗
mm′

2
(α, β, γ), (1.35)

являющейся функцией распределения спиновых проекций на сфере. В силу эквивалент-

ности описания систем посредством спиновой томограммы и спиновой матрицы плотности

соотношение (1.35) может быть обращено, что позволяет находить матрицу плотности по

известной (или измеренной на эксперименте) томограмме спинового состояния. Формула

обращения соотношения (1.35) впервые была приведена в работе [13].

Поскольку томограмма ω(j)(−m,α, β) спинового состояния с определённым спином j

есть вероятность обнаружения проекции спина −m на направление (α, β), вероятность

обнаружения проекции m на обратное направление (π + α, π − β) будет точно такой же:

ω(j)(−m, α, β) = ω(j)(m,π + α, π − β) (1.36)

и, в частности,

ω(j)(0, α, β) = ω(j)(0, π + α, π − β). (1.37)

Вычисление с помощью (1.35) спиновой томограммы w( 1
2)(m,α, β), m = 1

2
,−1

2
, соот-

ветствующей состоянию частицы со спином j = 1
2
, спиновая матрица плотности которого

ρ
( 1

2)
m1m2 =




ρ
( 1

2)
1
2
, 1
2

ρ
( 1

2)
1
2
,− 1

2

ρ
( 1

2)
− 1

2
, 1
2

ρ
( 1

2)
− 1

2
,− 1

2


 ,

m1,m2 = 1
2
,−1

2
, приводит к следующему результату:

ω( 1
2)

(
+

1

2
, α, β

)
= ρ

( 1
2)

1
2
, 1
2

cos2 β

2
+ ρ

( 1
2)
− 1

2
,− 1

2

sin2 β

2
+ Re

(
ρ
( 1

2)
1
2
,− 1

2

eiα

)
sin β,

ω( 1
2)

(
−1

2
, α, β

)
= ρ

( 1
2)

1
2
, 1
2

sin2 β

2
+ ρ

( 1
2)
− 1

2
,− 1

2

cos2 β

2
− Re

(
ρ
( 1

2)
1
2
,− 1

2

eiα

)
sin β.

(1.38)

Метод описания спиновых систем с помощью томограмм - функций распределений

вероятности - позволяет определить для квантового состояния такую вероятностную ха-

рактеристику как томографическую энтропию (см. [59])

S(α, β) = −
−j∑

m=j

ω(j)(m,α, β) ln ω(j)(m,α, β)

26



по аналогии с энтропией фон Ноймана

V NS = −Tr
(
ρ̂(j) ln ρ(j)

)
. (1.39)

Следует заметить, что энтропия фон Ноймана «не различает» чистые квантовые состоя-

ния, будучи всегда равной для них нулю, что не так для томографической энтропии.

Спиновая томограмма системы, состоящей из N спинов, определяется в (1.34) посред-

ством вращения с помощью матрицы U(~ϕ), равной прямому (тензорному) произведению

матриц поворотов - D-функций Вигнера - всех составляющих систему частиц:

U(~ϕ) = D(j1)(α1, β1, γ1)⊗D(j2)(α2, β2, γ2)⊗ ...⊗D(jN )(αN , βN , γN), (1.40)

при этом углами ~ϕ являются эйлеровские углы всех частиц системы

(α1, ..., αN , β1, ..., βN , γ1, ..., γN). Получаемая таким образом спиновая томограмма

ω(~m, α1, ..., αN , β1, ..., βN), ~m = m1, ...,mN системы N спинов является вероятностью для

рассматриваемой системы иметь спиновую проекцию m1 для первой частицы на направ-

ление (α1, β1) при условии, что вторая частица имеет спиновую проекцию m2 на направ-

ление (α2, β2) и т. д.

Рассмотрим систему двух частиц со спином 1/2.

Обобщение соотношения (1.36) на случай системы двух спинов 1/2 приводит к следу-

ющей симметрии спиновой томограммы:

ω(−m1,−m2, α1, β1, α2, β2) = ω(m1,m2, π + α1, π − β1, π + α2, π − β2).

Наряду с томографической энтропией S(α1, β1, α2, β2) для системы двух спинов 1/2

также может быть введено понятие томографической информации I(α1, β1, α2, β2). Томо-

графическая энтропия и томографическая информация для системы двух спинов была

введена в работе [59] с помощью соотношений:

S(α1, β1, α2, β2) = − < ln ω(m1,m2, α1, β1, α2, β2) >=

= −∑
m1,m2

ω(m1,m2, α1, β1, α2, β2) ln ω(m1,m2, α1, β1, α2, β2),

I(α1, β1, α2, β2) = S1(α2, β2) + S2(α1, β1)− S(α1, β1, α2, β2),

(1.41)

где «частичные» томографические энтропии S1 и S2 вычисляются по стандартной шенно-

новской формуле томографических энтропий подсистем, то есть энтропия первого кубита

даётся соотношением

S1(α2, β2) = −
∑
m2

(∑
m1

(ω(m1,m2, α1, β1, α2, β2)) ln
∑
m1

ω(m1,m2, α1, β1, α2, β2)

)
,
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а энтропия второго кубита, соответственно, соотношением

S2(α1, β1) = −
∑
m1

(∑
m2

(ω(m1,m2, α1, β1, α2, β2)) ln
∑
m2

ω(m1,m2, α1, β1, α2, β2)

)
.

Далее в Гл. 4 будут подробно рассмотрены графики томографических характери-

стик (спиновых томограмм, томографических энтропий и томографической информации)

некоторых состояний, в том числе с определённой проекцией спина, для частиц со спином

j = 1/2, 1 и 3/2, а также для некоторых состояний системы двух спинов 1/2.

1.7 Запутанность квантовых состояний

В настоящее время в связи с возможностью применения в области квантовых компью-

теров, квантовой телепортации, неперхватываемых каналов связи и других областях на-

уки и техники представляют большой интерес так называемые запутанные состояния в

квантовой механике [15], в которых проявляются особые квантовые корреляции между

подсистемами.

Двумодовая квантовая система (или система двух спинов) c матрицей плотности ρ

называется сепарабельной, если существует разложение матрицы плотности на выпуклую

сумму прямых (тензорных) произведений каких-либо матриц плотности подсистем:

ρ =
∑

k

pk ρ
(j1)
k ⊗ ρ

(j2)
k , (1.42)

где числа pk > 0 удовлетворяют условию

∑

k

pk = 1.

В общем случае набор чисел k произволен. В случае, когда числа k пробегают непрерыв-

ный ряд значений сумма в (1.42) понимается как интеграл и определение сепарабельности

имеет место для матриц плотности в бесконечномерном пространстве.

Состояние квантовой двумодовой системы (или системы двух спинов) называется за-

путанным, если матрица плотности данного состояния не может быть представлена в

виде (1.42).

Ввиду сложности непосредственной проверки соотношения (1.42) и малого количества

известных критериев запутанности проблема детектирования запутанных состояний даже

на теоретическом уровне представляет существенную трудность.
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В частности, известен критерий запутанности для гауссовских состояний, то есть со-

стояний, описывамых функцией Вигнера, являющейся многомерным гауссовским распре-

делением (для простоты рассмотрим двумодовую систему):

W (p1, p2, q1, q2) =
1√

det σ
e−

1
2
xtrσ−1x, (1.43)

где

x = (q1, p1, q2, p2)
tr,

а σ есть матрица дисперсий (матрица ковариаций):

σ =




σq1q1 σq1p1 σq1q2 σq1p2

σp1q1 σp1p1 σp1q2 σp1p2

σq2q1 σq2p1 σq2q2 σq2p2

σp2q1 σp2p1 σp2q2 σp2p2




. (1.44)

Функция Вигнера (1.43) предполагается нормированной согласно условию:
∫

W (p1, p2, q1, q2)
dp1dp2dq1dq2

(2π)2
= 1. (1.45)

Соотношение неопределённостей для двумодового случая приводит к условию положи-

тельной определённости матрицы ρσ (см. [25, 60]):

ρσ = σ + Σ > 0, (1.46)

где

Σ =




0 i
2

0 0

− i
2

0 0 0

0 0 0 i
2

0 0 − i
2

0




.

Согласно критерию запутанности гауссовских состояний, найденному в [60], состояние (1.43)

является запутанным тогда и только тогда, когда существует κ ∈ [−1; 1], нарушающее по-

ложительную определённость матрицы

ρσ(κ) =




σq1q1 σq1p1 + i
2

σq1q2

1
κ
σq1p2

σp1q1 − i
2

σp1p1 σp1q2

1
κ
σp1p2

σq2q1 σq2p1 σq2q2

1
κ
σq2p2 + i

2

1
κ
σp2q1

1
κ
σp2p1

1
κ
σp2q2 − i

2
1
κ2 σp2p2




, (1.47)
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в противном случае состояние (1.43) является сепарабельным. Поскольку первые три

главных минора матрицы ρσ(κ) совпадают с таковыми в матрице ρσ, достаточно про-

анализировать положительность определителя всей матрицы ρσ(κ), который может быть

представлен для случая общей матрицы ковариаций (1.44) в виде:

det ρσ(κ) =
1

κ2

(
det σ − 1

4
det σ22

)
− 1

2κ
det σ12 − 1

4

(
det σ11 − 1

4

)
,

где

σij =


σqiqj

σqipj

σpiqj
σpipj


 ,

а индексы i, j = 1, 2.

Для спиновых систем известен критерий сепарабельности Переса-Городецких, полу-

ченный в работах [61, 62]. Данный критерий справедлив для системы двух спинов 1/2 и

системы двух спинов 1/2 и 1. В соответствии с критерием Переса-Городецких, состояние

системы двух частиц со спином 1/2 и матрицей плотности

ρ =




ρ11 ρ12 ρ13 ρ14

ρ21 ρ22 ρ23 ρ24

ρ31 ρ32 ρ33 ρ34

ρ41 ρ42 ρ43 ρ44




, (1.48)

является сеперабельным, если операция частичного транспонирования (ppt-преобразование)

переводит матрицу плотности (1.48) в положительно определённую. Матрица, полученая

с помощью ppt-преобразования матрицы плотности (1.48) имеет вид

pptρ =




ρ11 ρ21 ρ24 ρ14

ρ12 ρ22 ρ23 ρ13

ρ31 ρ41 ρ33 ρ43

ρ32 ρ42 ρ34 ρ44




, (1.49)

соответственно, проверка критерия запутанности сводится к проверке условия pptρ > 0.

В следующих главах с помощью указанных критериев будут решены задачи о запутан-

ности квантовых систем в бесконечномерном и конечномерном пространствах состояний.

Запутанность в бесконечномерных пространствах состояний будет рассмотрена на при-

мере гауссовских состояний осциллятора с переменной частотой и трением, а также на

примере двумерных гауссовских состояний квадратичного гамильтониана, содержащего

перекрёстный член с произведением операторов координат (см. Гл. 3). Запутанность в
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конечномерных пространствах состояний будет рассмотрена на примере некоторых со-

стояний системы двух спинов 1/2 (см Гл. 4).
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Глава 2

Звёздочное произведение в

классической и квантовой механиках

2.1 Взаимосвязь между классическими и квантовыми

символами

Физические величины в классической физике называются наблюдаемыми. Соответствен-

но, классические символы физических наблюдаемых являются по своему физическому

смыслу «символами физических величин». В свою очередь, квантовая механика опери-

рует с множеством операторов, не все из которых эрмитовы и соответствуют измери-

мым физическим величинам. Рассмотрим в качестве примера обычную классическую

наблюдаемую - физическую величину, равную произведению координаты и имульса qp.

По опеределению, данная физическая величина является классическим символом Вейля

fqp(q, p) = qp. В квантовой механике физической величине qp соответствует оператор

q̂p̂ + p̂q̂

2
, (2.1)

сопоставляемый ей по правилу соответствия Вейля. Согласно сказанному на стр. 17

символ Вейля оператора (2.1) в точности равен классическому символу Вейля произведе-

ния координаты и импульса. С другой стороны, квантовомеханическому оператору q̂p̂ не

соответствует никакой физической величины в классической физике, а, соответственно, и

классического символа. Условимся называть символы, соответствующие такого рода опе-

раторам просто «символами операторов», чтобы отличать их от «символов физических

величин». В частности, символы операторов в координатном представлении в класси-
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ческой механике условимся называть «символами физических величин в координатном

представлении», а символы операторов в координатном представленни в квантовой меха-

нике - просто «символами операторов в координатном представлении». Соответственно,

более осмысленно называть ядра звёздочных произведений классических символов «яд-

рами звёздочных произведений символов физических величин», а ядра звёздочных произ-

ведений квантовых символов - «ядрами звёздочных произведений символов операторов».

Далее, чтобы не оговаривать каждый раз тождественность квантовых и классических

символов для физических (измеримых) величин, будем использовать новую терминоло-

гию, иногда приводя в скобках ради удобства восприятия используемые понятия в старой

терминологии.

Квантовомеханические операторы q̂p̂ и p̂q̂ могут быть представлены в виде:

q̂p̂ =
q̂p̂ + p̂q̂

2
+

[q̂, p̂]

2
,

p̂q̂ =
q̂p̂ + p̂q̂

2
− [q̂, p̂]

2
.

(2.2)

Операторные соотношения (2.2) можно рассмотреть в координатном представлении, что

соответствует изоморфному переходу от квантовомеханических операторов к символам

операторов в координатном представлении (матрицам операторов в координатном пред-

ставлении с точки зрения квантовой механики), но, при этом, в силу линейности и изомор-

физма различных звёздочных произведений (см. Гл. 1) соотношения (2.2) будут справед-

ливы для любых символов. В частности, пользуясь выражением для томографического

символа единицы (1.29) и учитывая, что коммутатор [q̂, p̂] равен произведению единич-

ного оператора на мнимую единицу (в терминах звёздочного произведения коммутатор

Fq ? Fp − Fp ? Fq = iF1, где FA - символ наблюдаемой A в некоторой схеме звёздочного

произведения), в томографическом представлении сразу имеем:

wq̂p̂ = wqp +
i

2
w1,

wp̂q̂ = wqp − i

2
w1,

(2.3)

что позволяет найти квантовые томографические символы операторов q̂p̂ и p̂q̂ по символу

wqp классической физической величины qp и единичному томографическому символу w1.

Следует заметить, что данный путь вычисления квантовых томографических символов

является более простым по сравнению с прямым методом (1.23). Кроме того, как будет

показано далее, ядро звёздочного произведения для томографических символов физиче-

ских величин проще, чем для операторов. Очевидно, что указанные свойства томографи-
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ческих символов справедливы для любых схем звёздочного произведения в квантовой и

классической механиках.

Томографические символы операторов (2.3) являются комплексными, в то время как

томографические символы, соответствующие физическим величинам: координате, им-

пульсу и произведению их произвольных целых степеней, как будет показано далее, яв-

ляются вещественными обобщёнными функциями. Ожидается, что данное свойство носит

общий характер, т. е. физическим величинам, и только им, соответствуют веществен-

ные томографические символы. Для вейлевских символов физических величин указан-

ный критерий вещественности является справедливым.

Пользуясь соответствием наблюдаемой qp квантовомеханическому оператору (2.1) для

символа физической величины qp в координатном представлении (т. е. для оператора

произведения координаты и импульса в координатном представлении в классической ме-

ханике) имеем:

〈x|(q̂p̂)cl|x′〉 = − i

2
(x′ + x)

∂

∂x′
δ(x′ − x), (2.4)

поскольку в квантовой механике

〈x|q̂p̂|x′〉 = −ix
∂

∂x′
δ(x′ − x),

〈x|p̂q̂|x′〉 = −ix′
∂

∂x′
δ(x′ − x).

Как будет показано далее, вычисление символа (2.4) с помощью ядра звёздочного произ-

ведения символов физических величин в координатном представлении (для чего потре-

буется найти звёздочное произведение символов физических величин (т. е. матриц опе-

раторов этих величин в классической механике в координатном представленни с точки

зрения старой терминологии) - координаты q и импульса p в координатном представле-

нии) приводит к такому же результату.

Заметим, что функция Вигнера - вейлевский символ квантовомеханического операто-

ра плотности - может быть отрицательной (например, для первого возбуждённого состоя-

ния осциллятора), а, следовательно, не может трактоваться как вейлевский символ состо-

яния в классической механике, т. е. как обычная классическая функция распределения

на фазовой плоскости, описывающая состояние в классической механике. Сопоставляя

данное утверждение с тем, что символы физических величин в квантовой и классической

механиках одни и те же (см. стр. 17), получаем несоответствие функции Вигнера какой-

либо физической величине, что находится в соответствии с неизмеримостью состояния в

квантовой механике.
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Среднее значение физической величины B - функции координаты и импульса fB(q, p)

в квантовой механике в вейлевском представлении может быть найдено как усреднение по

функции Вигнера W (q, p) аналогично усреднению по функции распределения на фазовой

плоскости в классической механике:

< B >=
1

2π

∫
fB(q, p)W (q, p) dq dp. (2.5)

В свою очередь, стандартное определение среднего от физической величины B, кото-

рой соответствует квантовомеханический оператор B̂, в квантовой механике определя-

ется как след от произведения матрицы плотности и оператора B̂, что эквивалентно

определению (2.5). С другой стороны, соотношение (2.5) с точки зрения звёздочного про-

изведения может быть проинтерпретировано как усреднение поточечного произведения

(квантового) символа Вейля fB(q, p) физической величины B с вейлевским символом опе-

ратора плотности квантовомеханического состояния - функцией Вигнера W (q, p). Однако,

как было отмечено, поточечное произведение вейлевских символов соответствует «клас-

сичности» рассматриваемой механики, поскольку именно в вейлевском представлении

звёздочное произведение (классических) символов физических величин коммутативно и

поточечно. В силу изоморфизма различных представлений звёздочного произведения в

квантовой механике, данное утверждение является справедливым в любой схеме звёздоч-

ного произведения. Действительно, рассмотрев пример звёздочного произведения клас-

сических символов физических величин в координатном представлении с ядром (1.21),

которое в проинтегрированном виде может быть представлено как

K = 4δ(x1 + x2 − x− x′)δ(x′1 + x′2 − x− x′)δ(x + 3x′ − 2(x2 + x′2)), (2.6)

можно убедиться, что вычисление следа от произведения (классических) символов фи-

зических величин в координатном представлении с помощью (классического) ядра (2.6)

приводит к такому же результату как и c помощью (квантового) ядра (1.18) для этих

же символов. Таким образом, интересуясь только средними от физических величин в

квантовой механике, достаточно рассматривать только (классические) ядра звёздочных

произведений физических величин.

Учитывая возможность вычисления средних от физических величин в квантовой ме-

ханике с помощью ядра звёздочного произведения (классических) символов физических

величин и возможность находить некоторые (квантовые) символы операторов с помощью

символов физических величин, вычисление которых является технически более простым,
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представляет интерес явный вид (классических) томографических символов простейших

физических величин, а также ядро их звёздочного произведения, полученные в следую-

щих параграфах (также см. [29]).

2.2 Простейшие томографические символы

Томографические символы физических величин - координаты q и импульса p, найденные

с помощью соотношений (1.28) (см. подробности, связанные с вычислением интегралов в

математических дополнениях к этой главе) имеют вид [29]:

wq(X,µ, ν) =
1

(2π)2

∫
qeik(X−µq−νp) dq dp dk

= iδ′(µ)δ(ν)

∫
eikX

k3
dk =

π

2
X|X|δ′(µ)δ(ν),

(2.7)

wp(X,µ, ν) =
1

(2π)2

∫
peik(X−µq−νp) dq dp dk

= iδ(µ)δ′(ν)

∫
eikX

k3
dk =

π

2
X|X|δ(µ)δ′(ν).

Следует заметить, что наряду с найденными томографическими символами (2.7) суще-

ствуют и другие обобщённые функции, позволяющие формально перейти к вейлевским

символам q и p с помощью второй формулы соотношений (1.28). В частности, функция

−2πiδ′(µ)δ(ν)δ(X) позволяет перейти к вейлевскому символу q с помощью второго из

соотношений (1.28), однако, она не является томографическим символом координаты,

поскольку не обладает свойством однородности степени −1 как любой томографический

символ (см. соотношение (1.24)).

Аналогично, томографический символ физической величины qp, полученный перехо-

дом от вейлевского символа qp с помощью первого из соотношений соотношений (1.28)

имеет вид (см. мат. дополнения к этой главе) [29]:

wqp(X,µ, ν) =
1

(2π)2

∫
qpeik(X−µq−νp) dq dp dk

= −δ′(µ)δ′(ν)

∫
eikX

k4
dk = −π

6
X2|X|δ′(µ)δ′(ν). (2.8)

Очевидно, что wqp(X,µ, ν) = wpq(X, µ, ν) в силу коммутативности (классических) ядер

звёздочного произведения символов физических величин. Заметим, что используя вейлев-

ские символы операторов q̂p̂ и p̂q̂ (которые могут быть вычислены с помощью звёздочного
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произведения вейлевских символов координаты и импульса с операторным ядром (1.19))

в качестве функции F (q, p) в соотношениях (1.28) можно получить томографические сим-

волы данных операторов. Однако, вследствие изоморфизма и симметрийных свойств, с

учётом соотношений (2.3), (2.8) и (1.29) ответ очевиден [29]:

wq̂p̂ = −π

6
X2|X|δ′(µ)δ′(ν)− i

π

2
|X|δ(µ)δ(ν),

wp̂q̂ = −π

6
X2|X|δ′(µ)δ′(ν) + i

π

2
|X|δ(µ)δ(ν).

Вычислим томографические символы, соответствующие физическим величинам - про-

изведениям произвольных целых степеней координаты q и импульса p. Ввиду соотноше-

ний ∫
kne−ikα dk = 2πinδ(n)(α),

∫
qne−ikµq dq =

1

kn|k|2πinδ(n)(µ),

для n,m = 0, 1, 2, ... может быть получено выражение

wqnpm(X, µ, ν) = π
(−X)n+m+1

(n + m + 1)!
sign(X)δ(n)(µ)δ(m)(ν).

Аналогично, для отрицательных степеней координаты q и импульса p может быть най-

дено:

wq−np−m(X, µ, ν) = −π

2

µn−1

(n− 1)!

νm−1

(m− 1)!
sign(µ) sign(ν)δ(n+m−2)(X),

гду n,m = 1, 2, .... В частности, для томографического символа (1/qp) имеем:

w(qp)−1(X, µ, ν) = −π

2
sign(µ) sign(ν)δ(X).

Для отрицательных степеней q (n = 1, 2, ...) и положительных степеней p (m = 0, 1, 2, ...)

получаем результат:

wq−npm(X,µ, ν) = −π
µn−1

(n− 1)!
sign(µ)δ(m)(ν)δ(n−m−2)(X) (2.9)

если n−m ≥ 2, и

wq−npm(X, µ, ν) =
π

2
(−1)n+m+1 µn−1

(n− 1)!

Xm−n+1

(m− n + 1)!
sign(µ) sign(X)δ(m)(ν) (2.10)

если n−m < 2.

Для нахождения символа wqnp−m(X, µ, ν) по символу wq−npm(X, µ, ν) требуется сделать

следующую замену в формулах (2.9) и (2.10): n ↔ m и ν ↔ µ, что приводит к результату:

wqnp−m(X,µ, ν) = −π
νm−1

(m− 1)!
sign(ν)δ(n)(µ)δ(m−n−2)(X)
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если m− n ≥ 2, и

wqnp−m(X, µ, ν) =
π

2
(−1)n+m+1 νm−1

(m− 1)!

Xn−m+1

(n−m + 1)!
sign(ν) sign(X)δ(n)(µ)

если m− n < 2.

В частности, для томографических символов отношения координаты и импульса име-

ем:

w q
p
(X,µ, ν) = −π

2
X sign(X) sign(ν)δ′(µ),

w p
q
(X,µ, ν) = −π

2
X sign(X) sign(µ)δ′(ν).

2.3 Ядро звёздочного произведения томографических

символов физических величин

Ядро звёздочного произведения K(X,µ, ν,X1, µ1, ν1, X2, µ2, ν2) двух томографических сим-

волов физических величин (классических томографических символов) w1(X1, µ1, ν1) и

w2(X2, µ2, ν2) было определено в работе [25] как

w(X, µ, ν) =

∫
K(X, µ, ν, X1, µ1, ν1, X2, µ2, ν2)w1(X1, µ1, ν1)

×w2(X2, µ2, ν2) dX1 dµ1 dν1 dX2 dµ2 dν2, (2.11)

где, по определению,

w(X, µ, ν) = w1(X,µ, ν) ∗ w2(X,µ, ν).

Для нахождения явного вида ядра K(X,µ, ν,X1, µ1, ν1, X2, µ2, ν2) звёздочного произведе-

ния томографических символов физических величин подставим в определение томогра-

фического символа (1.28) поточечное произведение функций A(q, p) и B(q, p) - символов

Вейля физических величин, а затем выразим данные функции через их томографические

символы. Полученное (коммутативное) ядро звёздочного произведения томографических

символов физических величин имеет вид:

K(X, µ, ν, X1, µ1, ν1, X2, µ2, ν2) =
1

(2π)2
ei(X1+X2−X(ν1+ν2)/ν)δ

(
ν(µ1 +µ2)−µ(ν1 +ν2)

)
. (2.12)

Данное ядро легко может быть обощено на многомерный случай:

K
(
X1, . . . , XN , µ1, . . . , µN , ν1, . . . νN , X11, . . . , X1N , µ11, . . . µ1N , ν11, . . . , ν1N ,

X21, . . . , X2N , µ21, . . . , µ2N , ν21, . . . , ν2N

)
=

1

(2π)2N

N∏

k=1

exp
{

i
(
X1k + X2k −Xk

ν1k + ν2k

νk

)}

×δ(νk(µ1k + µ2k)− µk(ν1k + ν2k)), (2.13)
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где νk, ν1k и ν2k - компоненты соответствующих векторов в N -мерном пространстве.

По аналогии может быть найдено ядро звёздочного произведения томографических

символов операторов (квантовых томографических символов) [39], если рассмотреть функ-

ции WA(q, p) и WB(q, p) как обычные вейлевские символы операторов A и B (квантовые

вейлевские символы) с некоммутативным звёздочным произведением, описываемым яд-

ром (1.19). Связь между ядрами звёздочного произведения для томографических симво-

лов физических величин и операторов (для классических томографических символов и

квантовых) даётся соотношением:

Kquant(X,µ, ν,X1, µ1, ν1, X2, µ2, ν2) = Kclassic(X,µ, ν,X1, µ1, ν1, X2, µ2, ν2)e
[i(µ2ν1−µ1ν2)/2].

Томографический символ физической величины - произведения координаты и импуль-

са qp (2.8) также может быть найден с помощью ядра (2.12): вычисляя интеграл (2.11) для

данного случая с учётом томографических символов кординаты и импульса (2.7), имеем

(см. подробности об интегрировании в математических дополнениях к данной главе):

(wq ∗ wp)(X,µ, ν) = (wp ∗ wq)(X, µ, ν)

=
1

16

(∫
eiXX|X| dX

)2

e−iXν2/νδ(µν2 − νµ1)δ
′(µ1)δ

′(ν2) dµ1 dν2

=
1

(2π)2

∫
1

|ν|e
−iXν2/νeik1µν2/νeik2ν2k1k2 dν2 dk1 dk2

=
1

2π

∫
k1k2δ(X − µk1 − νk2)dk1 dk2. (2.14)

Производя замену переменных k1 → q и k2 → p получаем результат, соовпадающий с

найденным ранее (см. (2.8)). Таким образом, вычисление звёздочного произведения то-

мографических символов координаты q и импульса p сводится к определению томогра-

фического символа физической величины - произведения координаты и импулса qp.

В силу коммутативности звёздочного произведения символов физических величин

квантовомеханическое соотношение неопределённостей в классическом пределе имеет вид:

wq ∗ wp − wp ∗ wq = 0.

Соотношение неопределённостей в квантовой механике - коммутатор - с помощью (неком-

мутативного) ядра для звёздочного произведения томографических символов операторов

записывается в виде:

wq ∗ wp − wp ∗ wq = iw1,
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Отличие данных двух последних соотношений состоит в использовании разных ядер звёз-

дочных произведений для одних и тех же символов физических величин: с точки зрения

ядра звёздочного произведения в первом случае данные символы (wp и wq) формально

рассматриваются как символы физических величин, а во втором - как символы операто-

ров.

2.4 Математические дополнения

Приведём некоторые соотношения для обобщённых функций [63], использованные в дан-

ной работе для вычисления томографических символов.

Рассмотрим интегралы вида
∫

eikx

kn dk, где n - натуральное число, а интегрирование

осуществляется по всей вещественной оси. Данные интегралы были рассмотрены в [63],

где они трактовались как производная порядка n от обобщённой функции 1
x
. Обобщённая

функция 1
x
определяется по своему действию на обычную функцию f(x) как

(
1

x
, f(x)

)
= v.p.

∫
f(x)

x
dx.

Соответственно, применяя правило дифференцирования обобщённых функций можно по-

лучить, что ∫
eikx

kn
dk = πin

xn−1

(n− 1)!
sign(x). (2.15)

Согласно [63] также имеем
∫

eix|x| dx = −2,
∫

eixx|x| dx = −4i.
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Глава 3

Запутанные гауссовские состояния

двумерного квантового осциллятора с

переменной частотой

В данной главе с помощью метода симплектической томографии и критерия запутанно-

сти гауссовских состояний [60] будет решена задача об эволюции запутанности некото-

рых гауссовских стостояний двумерного квантового осциллятора с переменной частотой

и трением, а также эволюция запутанности некоторых гауссовских состояний двумерного

квадратичного гамильтониана, содержащего перекрёстный член с произведением опера-

торов координат состоявляющих подсистем. Указанная задача представляет интерес в

квантовой оптике в связи с таким физическим явлением, как нестационарный эффект

Казимира (см. работы [19], [20], [21], [23]), связанный с генерацией сжатого света поло-

стью резонатора с движущимися границами [20]. Впервые уравнение Шредингера для

рассматриваемой системы - осциллятора с переменной частотой - было решено Хуси-

ми [64]. Трение в квантовой механике может быть учтено с помощью специфических

гамильтонианов, зависящих от времени (см. [65], [66]), что будет использваться в данной

работе для описания трения в квантовых системах.
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3.1 Гамильтониан Калдирола-Канаи и гауссовские со-

стояния

Рассмотрим квантовую систему с гамильтонианом Калдирола-Канаи (в данной работе

везде полагаем ~,m = 1)

Ĥ =
1

2
e−γt

(
p̂2

1 + p̂2
2

)
+

1

2
eγtω2(t)

(
q̂2
1 + q̂2

2

)
, (3.1)

соответсвующим классическому двумерному осциллятору с трением и переменной ча-

стотой в классической механике, если операторы в (3.1) формально рассматривать как

классические наблюдаемые. Полагая операторы в (3.1) классическими наблюдаемыми

и применяя канонические уравнения Гамильтона можно показать, что обобщённые ко-

ординаты данной классической системы будут удовлетворять классическим уравнениям

движения для осциллятора:

q̈n + γq̇n + ω2(t)qn = 0, n = 1, 2.

Исследуем эволюцию запутанности рассматриваемой системы с гамильтонианом (3.1)

на примере двух начальных условий в нулевой момент времени, соответствующих на-

хождению системы в гауссовском состоянии (1.43): рассмотрим случай, когда квантовая

система в начальный момент времени находилась в когерентном состоянии осциллятора

и случай, когда в начальный момент времени волновая функция системы имела вид

Ψ(q1, q2) = Ne−Aq2
1−Bq2

2+Cq1q2 , (3.2)

где A,B и C - некоторые постоянные, а N - коэффициент нормировки. Первое условие

соответствует нахождению системы в сепарабельном состоянии в начальный момент вре-

мени, а второе условие - в запутанном состоянии. Отличие данных начальных условий

также состоит в виде выражения под экспонентой волновых функций: в когерентном со-

стоянии присутствуют линейные члены, но нет перекрёстных, и наоборот: в экспоненте

волновой функции (3.2) присутствуют перекрёстные члены, но отсутствуют линейные.

3.2 Пропагатор в томографическом представлении

Найдём квантовые интегралы движения, зависящие от времени явно, и удовлетворяющие

уравнению:
∂Î

∂t
+ i

[
Ĥ(t), Î

]
= 0. (3.3)
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Подставим всместо Î в соотношение (3.3) операторы

p̂j0(t) = apj
(t)q̂j + bpj

(t)p̂j,

q̂j0(t) = aqj
(t)q̂j + bqj

(t)p̂j,
(3.4)

где aqj
(t), bqj

(t), apj
(t) и bpj

(t), j = 1, 2 - произвольные функции, зависящие от времени.

Операторы (3.4) удовлетворяют следующим начальным условиям:

p̂j0(0) = p̂j,

q̂j0(0) = q̂j.
(3.5)

Решение дифференциального уравнения (3.3) для функций (3.4) c учётом начальных

условий (3.5) приводит к результату:



q̂10(t)

p̂10(t)

q̂20(t)

p̂20(t)




= Λ(t)




q̂1

p̂1

q̂2

p̂2




, (3.6)

где Λ(t)-матрица имеет вид:

Λ(t) =




−eγtε̇−1 ε−1 0 0

−eγtε̇1 ε1 0 0

0 0 −eγtε̇−1 ε−1

0 0 −eγtε̇1 ε1




. (3.7)

В Λ(t)-матрице через εj = εj(t), j = 1,−1 обозначены решения классического уравнения

для осциллятора

ε̈j + γε̇j + ω2(t)εj = 0 (3.8)

с начальными условиями

ε1(0) = 1, ε−1(0) = 0,

ε̇1(0) = 0, ε̇−1(0) = −1.
(3.9)

Функция ε1(t) является безразмерной, в то время как ε−1(t) имеет размерность времени. В

частности, в случае осциллятора с постоянной с постоянной частотой (ω(t) = ω0 = const.)
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функции ε1 и ε−1 имеют вид:

ε1(t) = e−
1
2
γt


cos

(
t

√
ω2

0 −
1

4
γ2

)
+

1√
4
(

ω0

γ

)2

− 1

sin

(
t

√
ω2

0 −
1

4
γ2

)

 , (3.10)

ε−1(t) = − 1√
ω2

0 − 1
4
γ2

e−
1
2
γt sin

(
t

√
ω2

0 −
1

4
γ2

)
. (3.11)

Следует заметить, что уравнение движения для осциллятора (3.8) приводит к следующей

связи между функциями ε1 и ε−1:

ε̇1ε−1 − ε1ε̇−1 = e−γt, (3.12)

что находится в соответствии с унимодулярностью матрицы Λ(t) (det Λ(t) = 1) в общем

случае [67].

Пропагатор в координатном представлении - функция Грина - может быть выражен

через интегралы движения для систем с квадаратичными гамильтонианами [67]. Данное

утверждение справделиво и для пропагатора квадратичных систем в томографическом

представлении, котороый был найден в [57] и может быть представлен в виде:

Π(X, µ, ν,X′, µ′, ν ′, t) =
1

(2π)2

2∏
j=1

e
i

„
X′

j−
µ′′j
µj

Xj

«

δ(ν ′′j µj − νjµ
′′
j ), (3.13)

где 


µ′′1

ν ′′1

µ′′2

ν ′′2




= Λtr(t)




µ′1

ν ′1

µ′2

ν ′2




.

В общем случае эволюция во времени томограммы начального состояния w(X′, µ′, ν ′, 0)

может быть записана с помощью пропагатора (1.33), где условимся использовать следу-

ющие обозначения в силу двумерности решаемой задачи:

ν = (ν1, ν2)
tr, µ = (µ1, µ2)

tr,

ν ′ = (ν ′1, ν
′
2)

tr, µ′ = (µ′1, µ
′
2)

tr,

X = (X1, X2)
tr, X′ = (X ′

1, X
′
2)

tr.

С учётом полученного для Λ(t)-матрицы выражения (3.7) для пропагатора в томографи-

ческом представлении в системе с гамильтонианом (3.1) получаем:

Π(X, µ, ν,X′, µ′, ν′, t) =

= 1

(2π)2

2∏
j=1

exp
(
i
(
X ′

j + 1
µj

eγt
(
ε̇−1µ

′
j + ε̇1ν

′
j

)
Xj

))
δ
(
µ′j

(
ε−1µj + eγtε̇−1νj

)
+ ν ′j

(
ε1µj + eγtε̇1νj

)).

(3.14)
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Как следует из полученного соотношения, пропагатор для рассматриваемой системы

полностью факторизуется на произведение двух функций, каждая из которых описы-

вает эволюцию только одной из мод, эволюционирующих во времени как одномерный

квантовый осциллятор.

3.3 Эволюция изначально сепарабельного состояния

Рассмотрим эволюцию запутанности изначально сепарабельного состояния на примере

когерентного состояния осциллятора |α〉, которое может быть получено из основного |0〉
с помощью оператора сдвига D̂(α) [67]:

|α〉 = D̂(α)|0〉, (3.15)

где

D̂(α) = eαÂ+−α∗Â,

α - некоторое комплексное число, а Â - оператор уничтожения для осциллятора с посто-

янной частотой. В силу двумодовости рассматриваемой системы оператор Â и параметр

α являются векторами:

Â =
1√
2


q̂1 + ip̂1

q̂2 + ip̂2


 , α =


α1

α2


 .

Проведя вычисления, получаем оператор сдвига, выраженный через операторы коорди-

наты и импульса виде:

D̂(α) = D̂1(α1)D̂2(α2), (3.16)

где

D̂j(αj) =
2∏

j=1

ei
√

2(Im αj q̂j−Re αj p̂j).

С учётом соотношения (3.15) оператор плотности когерентного состояния может быть

записан в фроме

ρ̂α = |α〉〈α| = D̂(α)ρ̂0D̂
+(α), (3.17)

где ρ̂0 - оператор плотности основного состояния:

ρ̂0 = |0〉〈0|.
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Симплектическая томограмма двумодового когеретного состояния может быть найде-

на как томографический символ оператора (3.17):

wα = Tr
(
D̂(α)ρ̂0D̂

+(α)δ(X1 − µ1q̂1 − ν1p̂1)δ(X2 − µ2q̂2 − ν2p̂2)
)

.

Подставляя в данное выражение соотношение (3.16), получаем:

wα = Tr
(
ρ̂0D̂

+
1 δ(X1 − µ1q̂1 − ν1p̂1)D̂1D̂

+
2 δ(X2 − µ2q̂2 − ν2p̂2)D̂2

)
, (3.18)

где опущены аргументы у операторов D̂i(α), D̂+
i (α) и томограммы wα.

Вычисление соотношения (3.18) приводит к следующему виду томографического рас-

пределения вероятности (томограммы):

wα(X, µ, ν) = wα1(X1, µ1, ν1)wα2(X2, µ2, ν2), (3.19)

где томограммы каждой из мод wαj
(Xj, µj, νj), j = 1, 2 являются гауссовскими функци-

ями распределения

wαj
(Xj, µj, νj) =

1√
2πσ2

Xj
(µj, νj)

e
− (Xj−Xj)2

2σ2
Xj

(µj,νj) (3.20)

со средними Xj и дисперсиями σ2
Xj

(µj, νj), имеющими вид:

σ2
Xj

(µj, νj) =
µ2

j

2
+

ν2
j

2
, (3.21)

Xj =
√

2(Im αjνj + Re αjµj). (3.22)

(Суммирование по повторяющимся индексам j в вышеприведённых соотношениях не про-

изводится).

Томограмма w(X0, µ0, ν0) в одномерном случае является функцией распределения ко-

ординаты [11, 12]

X0 = µ0q0 + ν0p0, (3.23)

дисперсия которой в терминах вариаций и ковариаций координаты и импульса выража-

ется как

σ2
X0

(µ0, ν0) = µ2
0σq0q0 + ν2

0σp0p0 + 2µ0ν0σq0p0 . (3.24)

Применяя данный результат к рассматриваемой задаче получаем соответствие соотноше-

ния (3.21) дисперсионной матрице

σjj =


σqjqj

σqjpj

σpjqj
σpjpj


 =




1
2

0

0 1
2


 . (3.25)
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Заметим, что найденная дисперсионная матрица по своему физическому смыслу действи-

тельно соответствует когерентному состоянию.

Эволюция когерентного состояния осциллятора (3.19) может быть получена с помо-

щью соотношений (1.33) и (3.14):

wα(X, µ, ν, t) = wα1(X1, µ1, ν1, t)wα2(X2, µ2, ν2, t), (3.26)

где томограммы каждой из мод wαj
(Xj, µj, νj, t), j = 1, 2 остаются гауссовскими функци-

ями при эволюции системы, но с уже меняющимися дисперсиями:

Xj(t) =
√

2
(
eγt(ε̇1 Re αj − ε̇−1 Im αj)νj + (ε1 Re αj − ε−1 Im αj)µj

)
,

σjj(t) =


σqjqj

(t) σqjpj
(t)

σpjqj
(t) σpjpj

(t)


 = S+(1, 1, 1, 1, ε1, ε−1),

где через S+ обозначена одна из двух матриц, оперделяемых по правилу:

S+,−(K1, K2, R, F, a+, a−) =
1

2
K1


 K2Fa2

+ ±Ra2
− eγt(K2Fa+ȧ+ ±Ra−ȧ−)

eγt(K2Fa+ȧ+ ±Ra−ȧ−) e2γt(K2F ȧ2
+ ±Rȧ2

−)


 .

(3.27)

Рассмотренная задача об эволюции квантового осциллятора, находившегося в началь-

ный момент времени в когерентном (сепарабельном) состоянии, показывает, что томогра-

фическое распределение вероятности (томограмма) данной системы wα(X, µ, ν, t) распа-

дается на произведение томограмм wαj
(Xj, µj, νj, t), j = 1, 2 каждой из мод системы в

любой момент времени. Данное свойство соответствует тому, что изначально сепарабель-

ное состояние двумерного осциллятора - когерентное состояние - в результате эволюции

в системе с гамильтонианом (3.1) во все моменты времени остаётся сепарабельным.

3.4 Эволюция изначально запутанного гауссовского со-

стояния

Рассмотрим случай, когда квантовая система находилась в начальный момент времени в

чистом запутанном гауссовском состоянии, нормированная волновая функция которого

имеет вид:

Ψ0(q1, q2) =
1√

π
√

G
e−Aq2

1−Bq2
2+Cq1q2 , (3.28)
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где A и B - вещественные положительные числа, а G = (4AB − C2)−1. Требование нор-

мированности квантового состояния (3.28) налагает дополнительное условие на число C:

C2 > 4AB.

В двумерном случае функция Вигнера может быть найдена по волновой функции

состояния с помощью соотношения [3]

W (p,q) =

∫
ρ

(
q +

u

2
,q− u

2

)
e−ipudu,

где матрица плотности

ρ(q,q′) = Ψ(q)Ψ∗(q′),

причём

q = (q1, q2)
tr, q′ = (q′1, q

′
2)

tr.

Применяя данную формулу, получаем функцию Вигнера для состояния (3.28), являю-

щуюся нормированной согласно условию (1.45) гауссовской функцией (1.43) с матрицей

дисперсий (1.44), даваемой формулой:

σ =




BG 0 1
2
GC 0

0 A 0 −1
2
C

1
2
GC 0 AG 0

0 −1
2
C 0 B




. (3.29)

Главные миноры матрицы (3.29) имеют вид:

det(1) σ = GB,

det(2) σ = GAB,

det(3) σ = 1
4
GA,

det(4) σ = det σ = 1
16

,

(3.30)

что соответствует положительной опеределённости дисперсионной матрицы: все главные

миноры являются положительными числами в силу положительности чисел A и B.

Главные миноры матрицы ρσ (см. (1.46)) в случае матрицы дисперсий (3.29) также

являются неотрицательными числами:

det(1) ρσ = GB,

det(2) ρσ = 1
4
GC2,

det(3) ρσ = 0,

det(4) ρσ = det ρσ = 0,

(3.31)
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что соответствует выполнению соотношения неопределённостей. Равенство нулю послед-

него из соотношений (3.31) свидетельствует о минимизации соотношения неопределённо-

стей, следующей из гауссовской формы рассматриваемого состояния.

Исследуем на запутанность начальное состояние (3.28) с помощью критерия запутан-

ности для гауссовских состояний, изложенного на стр. 29. Для рассматриваемой матрицы

дисперсий (3.29) имеем (см. соотношение (1.47)):

det ρσ(κ) = − 1

16
GC2 (1− κ)2

κ2
. (3.32)

Качественный график функции y(κ) = det ρσ(κ) представлен на Рис. 3.1. Из получен-

ного соотношения видим, что det ρσ(κ) 6 0, что свидетельствует о запутанности состоя-

ния (3.28). Следует заметить, что случай эволюции из сепарабельного состояния (3.15)

мог бы так же формально быть исследован на запутанность с помощью данного критерия

(см. стр. 29).

0

y(κ) 

κ 1 0 −1 

Рис. 3.1: График отрицательной функции y(κ) = det ρσ(κ), показывающий запутанность гаус-

совского состояния.

Для нахождения эволюции квантового состояния через пропагатор (1.33) найдём то-

мограмму начального состояния. Томограмма для состояния (3.28) может быть получена

непосредственно из матрицы плотности, как это было сделано в предыдущем параграфе,

однако, нахождение томограммы с помощью функции Вигнера (1.43) является техниче-

ски более простым:

w(X, µ, ν) =
1

(2π)4

∫
W (p1, p2, q1, q2)e

−ik1(X1−µ1q1−ν1p1)e−ik2(X2−µ2q2−ν2p2)dk1dk2dq1dq2dp1dp2.

Интегрируя вышеприведённое соотношение, получаем томограмму начального состояния

49



- двумерное гауссовское распределение

w(X, µ, ν) =
1

2π
√

det σX

e−
1
2
Xtrσ−1

X X (3.33)

с дисперсионной матрицей

σX =


 GBµ2

1 + Aν2
1

1
2
C(Gµ1µ2 − ν1ν2)

1
2
C(Gµ1µ2 − ν1ν2) GAµ2

2 + Bν2
2


 . (3.34)

Приведём мнемоническое правило нахождения дисперсионной матрицы (1.44) непо-

средственно из томограммы (3.33) (см. доказательство в [25]). Рассмотрим σX как функ-

цию µ и ν:

σX (µ, ν) =


 σX1X1

(µ1, ν1) σX1X2
(µ1, ν1, µ2, ν2)

σX1X2
(µ1, ν1, µ2, ν2) σX2X2

(µ2, ν2)


 . (3.35)

По аналогии с (3.23) и (3.24) имеем:

Xj = µjqj + νjpj,

X2
j = µ2

jq
2
j + ν2

j p
2
j + 2µjνjqjpj,

σ
X2

j
(µj, νj) ≡ σXjXj

(µj, νj) = µ2
jσqjqj

+ ν2
j σpjpj

+ 2µjνjσqjpj
,

где j = 1, 2. Для недиагональных членов (симетричной) матрицы дисперсий

σX(µ1, ν1, µ2, ν2) получаем:

X1X2 = µ1µ2q1q2 + ν1ν2p1p2 + µ1ν2q1p2 + µ2ν1q2p1,

σX1X2
(µ1, ν1, µ2, ν2) = σX2X1

(µ1, ν1, µ2, ν2) = µ1µ2σq1q2 + ν1ν2σp1p2 + µ1ν2σq1p2 + µ2ν1σq2p1 .

Таким образом, по известной матрице (3.35) может быть найдена матрица дисперсий (1.44)

в виде:

σ =


 σ11 σ12

σ21 σ22


 ,

где

σjj =


 σXjXj

(1, 0) 1
2

(
σXjXj

(1, 1)− σXjXj
(1, 0)− σXjXj

(0, 1)
)

1
2

(
σXjXj

(1, 1)− σXjXj
(1, 0)− σXjXj

(0, 1)
)

σXjXj
(0, 1)


 ,

(3.36)

σ12 = σtr
21 =


 σX1X2

(1, 0, 1, 0) σX1X2
(1, 0, 0, 1)

σX1X2
(0, 1, 1, 0) σX1X2

(0, 1, 0, 1)


 . (3.37)
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Заметим, что матрица (1.44), найденная с помощью томограммы (3.33) совпадает с дис-

персионной матрицей (3.29).

Рассмотрим эволюцию запутанности исследуемого состояния (3.28) с течением време-

ни. Эволюция во времени матрицы дисперсий может быть найдена с помощью пропа-

гатора (3.14), действующего на томограмму (3.33) и последующего применения метода

расчёта дисперсий, изложенного выше. Наряду с данным методом, эволюция дисперси-

онной матрицы (3.29) может быть найдена непосредственно с помощью соотношения [67]

σ(t) = Λ−1(t)σ(0)(Λ−1(t))tr, (3.38)

вычисление которого приводит к следующему результату (следует заметить, что матрица

Λ(t) может быть легко обращена ввиду её симплектичности [67]):

σ(t) =


 σ11(t) σ12(t)

σ21(t) σ22(t)


 , (3.39)

где (см. (3.27))

σ11(t) = S+(2, G, A,B, ε1, ε−1),

σ22(t) = S+(2, G, B, A, ε1, ε−1),

σ12(t) = σ21(t) = S+(C, G, 1, 1, ε1, ε−1).

С учётом вышеприведённого соотношения (3.12) находим определители вышеприведён-

ных матриц:
det σ11(t) = det σ22(t) = GAB,

det σ12(t) = −1
4
GC2,

и, соответственно, эволюцию во времени главных миноров (3.12):

det(1) σ(t) = GBε2
1 + Aε2

−1,

det(2) σ(t) = GAB,

det(3) σ(t) = 1
4
(GAε2

1 + Bε2
−1),

det(4) σ(t) = det σ(t) = 1
16

.

Полученные главные миноры матрицы σ(t) являются положительными, что соответству-

ет сохранению положительной определённости матрицы в процессе эволюции, при этом

последнее соотношение свидетельствует о минимизации соотношения неопределённостей,

т. е. о сохранении гауссовской формы квантового состояния. Аналогично, эволюция во
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времени соотношений (3.31) приводит к результату:

det(1) ρσ(t) = GBε2
1 + Aε2

−1,

det(2) ρσ(t) = 1
4
GC2,

det(3) ρσ(t) = 0,

det(4) ρσ(t) = det ρσ(t) = 0.

Приведённые равенства свидетельствуют о положительной определённости матрицы ρσ(t),

что связанно с выполнением соотношения неопределённостей.

Определитель (3.32) не зависит от времени в процессе эволюции, что соответствует

запутанности состояния в любой момент времени (см. Рис. 3.1):

det ρσ(κ)(t) = − 1

16
GC2 (1− κ)2

κ2
= const. 6 0.

Таким образом, запутанность сохраняется в процессе временной эволюции с гамильто-

нианом (3.1) для изначально запутанных гауссовских состояний с волновой функцией

вида (3.2).

3.5 Гамильтониан Калдирола-Канаи с дополнительным

перекрёстным членом

Рассмотрим более общий случай гамильтониана Калдирола-Канаи, содеражащий допол-

нительный перекрёстный член с произведением операторов координат:

Ĥ =
1

2
e−γt

(
p̂2

1 + p̂2
2

)
+

1

2
eγtω2(t)

(
q̂2
1 + q̂2

2

)
+ βeγtq̂1q̂2. (3.40)

В данном случае нахождение Λ(t)-матрицы (3.6) приводит к результату:

Λ(t) =
1

2




−eγtλ̇′+ λ′+ −eγtλ̇′− λ′−

−eγtλ̇+ λ+ −eγtλ̇− λ′−

−eγtλ̇′− λ′− −eγtλ̇′+ λ′+

−eγtλ̇− λ− −eγtλ̇+ λ+




,

где функции λ+, λ−, λ′+ и λ′− определяются как

λ+,− = ε+ ± ε−,

λ′+,− = ε′+ ± ε′−.
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В данных соотношениях через ε+, ε′+, ε− и ε′− обозначены функции, зависящие от времени

и являющиеся решениями уравнений движения

ε̈+,− + γε̇+,− + (ω2(t)± β)ε+,− = 0,

ε̈′+,− + γε̇′+,− + (ω2(t)± β)ε′+,− = 0,

с начальными условиями

ε+,−(0) = 1, ε′+,−(0) = 0,

ε̇+,−(0) = 0, ε̇′+,−(0) = −1.

Ввиду указанных уравнений движения и начальных условий имеет место соотношение:

ε′+,−ε̇+,− − ε̇′+,−ε+,− = e−γt.

В случае изначально сепарабельного состояния (рассмотрим пример когерентного со-

стояния) вычисления с помощью соотношения (3.38) приводят к следующей зависимости

во времени для блоков дисперсионной матрицы, имеющей аналогичное формуле (3.39)

представление (см. определение (3.27)):

σ11 = σ22 = S+(1, 1, 1, 1, ε+, ε−) + S+(1, 1, 1, 1, ε′+, ε′−),

σ12 = σ21 = S−(1, 1, 1, 1, ε+, ε−) + S−(1, 1, 1, 1, ε′+, ε′−).

Согласно результатам, полученным в [67], для изначально когерентного состояния появ-

ляется перекрёстный член в экспоненте волновой функции в результате эволюции с га-

мильтонианом (3.40). С учётом данного результата, а также в силу запутанности любого

квантового состояния с волновой функцией вида (3.28), приходим к следующему выводу:

в процессе эволюции с гамильтонианом (3.40) любое изначально когерентное состояние

будет становиться запутанным.

Аналогично, в случае изначально запутанного состояния с волновой функцией (3.28)

может быть найдено:

σ11 = S+(
1

2
, G, A, B, λ+, λ′+) + S+(

1

2
, G, B, A, λ−, λ′−) +

1

4
σ′+,

σ22 = S+(
1

2
, G, B,A, λ+, λ′+) + S+(

1

2
, G, A, B, λ−, λ′−) +

1

4
σ′+,

σ21 = σtr
12 = S−(

C

4
, G, 1, 1, λ+, λ′+) + S−(

C

4
, G, 1, 1, λ−, λ′−) +

1

4
σ′−,

53



где

σ′+ =
C

2


 2

(
Gλ+λ− − λ′+λ′−

)
eγt

(
G

(
λ+λ̇− + λ̇+λ−

)
−

(
λ′+λ̇′− + λ̇′+λ′−

))

eγt
(
G

(
λ+λ̇− + λ̇+λ−

)
−

(
λ′+λ̇′− + λ̇′+λ′−

))
2e2γt

(
Gλ̇+λ̇− − λ̇′+λ̇′−

)

 ,

σ′− =


 (A + B)

(
Gλ+λ− − λ′+λ′−

)
eγt

(
G

(
Aλ+λ̇− + Bλ̇+λ−

)
+ Bλ′+λ̇′− + Aλ̇′+λ′−

)

eγt
(
G

(
Bλ+λ̇− + Aλ̇+λ−

)
+ Aλ′+λ̇′− + Bλ̇′+λ′−

)
e2γt(A + B)

(
Gλ̇+λ̇− − λ̇′+λ̇′−

)

 .

На практике задача об эволюции запутанности в случае конкретного вида зависимостей

частот в любых квадратичных гамильтонианах (см. [67]) может быть решена с помощью

критерия [60], расмотренного на стр. 29.
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Глава 4

Томографические характеристики

некоторых спиновых систем

К настоящему моменту до сих пор остаётся нерешённой задача о запутанности спиновых

систем, отличных от системы двух спинов 1/2 и системы двух частиц со спинами 1/2 и

1, для которых был найден криетрий запутанности Переса-Городецких [61, 62]. Томогра-

фия спиновых состояний позволяет переформулировать данную задачу на язык теории

вероятности и обычных функций распределений - спиновых томограмм, что позволяет

надеяться на более быстрое решение проблемы запутанности в квантовой механике. Кро-

ме того, различные вероятностные характеристики спиновых систем, такие как спиновая

томограмма, томографическая энтропия и информация смогли быть введены в кванто-

вую механику именно благодаря построению томографического (вероятностного) пред-

ставления состояний. Данные томографические характеристики представляют интерес

для изучения и более глубокого понимания квантовой механики и квантовомеханических

состояний, а также для поиска критерия запутанности спиновых состояний.

В данной главе будут рассмотрены спиновые системы, описываемые матрицей плотно-

сти 4×4, которая может быть интерпретирована двумя разными способами в зависимости

от базиса состояний, в котором она опередлена. С одной стороны, любая матрица плотно-

сти 4×4 в зависимости от базиса может иметь смысл состояния одной частицы со спином

3/2, и может быть вращаема в пространстве состояний с помощью D-функции Вигнера

D
( 3

2)
mm′(α, β, γ). С другой стороны, эта же матрица плотности может трактоваться как со-

стояние системы двух спинов 1/2, и быть вращаемой с помощью прямого произведения

двух вигнеровских D-функций D
( 1

2)
mm′(α, β, γ), каждая из которых поворачивает только
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одну из составляющих частиц. Томографический подход к описанию спиновых состояний

позволяет сопоставить функцию распределения, содержащую в себе всю информацию о

квантовой системе, обоим указанным случаям. В связи с этим возникает вопрос о специ-

фиечских свойствах системы «без внутренней структуры» (например, частицы со спином

3/2) и системы, «имеющей внутреннюю структуру» (например, системы двух спинов). На-

ряду с этим, представляет интерес вопрос о специфических свойствах состояния частицы

со спином 3/2 и матрицей плотности, которая соответствует запутанному состоянию при

её интерпретации в базисе состояний двух спинов 1/2.

Далее будут изучены состояния различных спиновых систем, формально описываемые

одной и той же матрицей плотности, на примере матрицы, соответствующей состоянию

Вернера [68] системы двух спинов 1/2 и матрицы несколько более общего вида, чем для

состояния Вернера, которую условимся называть обобщённой матрицей плотности Вер-

нера (см. далее).

Ради полноты картины также приведём графики томографических характеристик

чистых состояний частиц со спином 1/2, 1 и 3/2 с определённой проекцией спина на

ось z.

4.1 Томографические характеристики частиц без

внутренней структуры

Рассмотрим случай спиновых квантовых систем, не имеющих внутренней структуры.

Выражение для спиновой томограммы частицы со спином j (1.35) может быть пе-

реписано в более удобной для вычислений форме. Поскольку D-функция может быть

представлена в виде [58]

D
(j)
m′m(α, β, γ) = eim′γd

(j)
m′m(β)eimα,

соотношение (1.35) можеть быть переписано как

ω(j)(m,α, β) =
(
d(j)(β)ρ̃(j)d(j)+(β)

)
mm

, (4.1)

где

ρ̃(j)
m1m2

= ρ(j)
m1m2

ei(m1−m2)α
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(суммирования по повторяющимся индексам m не подразумевается). Соотношение (4.1)

может быть сведено к следующему:

ω(j)(m,α, β) =

−j∑
m1,m2=j
m1>m2

21−δm1m2 Re
(
ρ(j)

m1m2
ei(m1−m2)α

)
d(j)

mm1
(β)d(j)

mm2
(β). (4.2)

Применим соотношение (4.2) к вычислению томограмм систем со спином j = 1 и 3/2

и матрицей плотности общего вида ρ
(j)
m1m2 .

Для системы со спином j = 1, описываемой матрицей плотности

ρ(1)
m1m2

=




ρ
(1)
1,1 ρ

(1)
1,0 ρ

(1)
1,−1

ρ
(1)
0,1 ρ

(1)
0,0 ρ

(1)
0,−1

ρ
(1)
−1,1 ρ

(1)
−1,0 ρ

(1)
−1,−1


 ,

где m1,m2 = 1, 0,−1, компоненты томограммы ω(1)(m,α, β), для m = 1, 0,−1 (см. соотно-

шение (4.2)) имеют вид:

ω(1)(1, α, β) = ρ
(1)
1,1 cos4 β

2
+ 1

2
ρ

(1)
0,0 sin2 β + ρ

(1)
−1,−1 sin4 β

2
+ 1

2
sin2 β Re

(
ρ

(1)
1,−1e

2iα
)

+

+
√

2 sin β
(
cos2 β

2
Re

(
ρ

(1)
1,0e

iα
)

+ sin2 β
2

Re
(
ρ

(1)
0,−1e

iα
))

,

ω(1)(0, α, β) = 1
2
ρ

(1)
1,1 sin2 β + ρ

(1)
0,0 cos2 β + 1

2
ρ

(1)
−1,−1 sin2 β − sin2 β Re

(
ρ

(1)
1,−1e

2iα
)
−

− 1√
2
sin(2β)

(
Re

(
ρ

(1)
1,0e

iα
)
− Re

(
ρ

(1)
0,−1e

iα
))

,

ω(1)(−1, α, β) = ρ
(1)
1,1 sin4 β

2
+ 1

2
ρ

(1)
0,0 sin2 β + ρ

(1)
−1,−1 cos4 β

2
+ 1

2
sin2 β Re

(
ρ

(1)
1,−1e

2iα
)
−

−√2 sin β
(
sin2 β

2
Re

(
ρ

(1)
1,0e

iα
)

+ cos2 β
2

Re
(
ρ

(1)
0,−1e

iα
))

.

Аналогично, с помощью соотношения (4.2) для системы со спином j = 3
2
, описываемой

матрицей плотности

ρ
( 3

2)
m1,m2 =




ρ
( 3

2)
3
2
, 3
2

ρ
( 3

2)
3
2
, 1
2

ρ
( 3

2)
3
2
,− 1

2

ρ
( 3

2)
3
2
,− 3

2

ρ
( 3

2)
1
2
, 3
2

ρ
( 3

2)
1
2
, 1
2

ρ
( 3

2)
1
2
,− 1

2

ρ
( 3

2)
1
2
,− 3

2

ρ
( 3

2)
− 1

2
, 3
2

ρ
( 3

2)
− 1

2
, 1
2

ρ
( 3

2)
− 1

2
,− 1

2

ρ
( 3

2)
− 1

2
,− 3

2

ρ
( 3

2)
− 3

2
, 3
2

ρ
( 3

2)
− 3

2
, 1
2

ρ
( 3

2)
− 3

2
,− 1

2

ρ
( 3

2)
− 3

2
,− 3

2




,

где m1, m2 = 3
2
, 1

2
,−1

2
,−3

2
, томограмма ω( 3

2) (m,α, β), с m = 3
2
, 1

2
,−1

2
,−3

2
имеет следующий

вид: вероятность обнаружения проекции спина, равной 3/2 на направление (α, β) даётся
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выражением

ω( 3
2)

(
3
2
, α, β

)
= ρ

( 3
2)

3
2
, 3
2

cos6 β
2

+ 3ρ
( 3

2)
1
2
, 1
2

sin2 β
2

cos4 β
2

+ 3ρ
( 3

2)
− 1

2
,− 1

2

sin4 β
2

cos2 β
2

+ ρ
( 3

2)
− 3

2
,− 3

2

sin6 β
2
+

+1
4
sin3 β

(
3 Re

(
ρ
( 3

2)
1
2
,− 1

2

eiα

)
+ Re

(
ρ
( 3

2)
3
2
,− 3

2

e3iα

))
+

+
√

3 sin β

(
cos4 β

2
Re

(
ρ
( 3

2)
3
2
, 1
2

eiα

)
+ sin4 β

2
Re

(
ρ
( 3

2)
− 1

2
,− 3

2

eiα

))
+

+
√

3
2

sin2 β

(
cos2 β

2
Re

(
ρ
( 3

2)
3
2
,− 1

2

e2iα

)
+ sin2 β

2
Re

(
ρ
( 3

2)
1
2
,− 3

2

e2iα

))
,

(4.3)

вероятность обнаружения проекции спина, равной 1/2 на направление (α, β) даётся вы-

ражением

ω( 3
2)

(
1
2 , α, β

)
= 3ρ

( 3
2)

3
2
, 3
2

sin2 β
2 cos4 β

2 + ρ
( 3

2)
1
2
, 1
2

cos2 β
2

(
1− 3 sin2 β

2

)2
+ ρ

( 3
2)
− 1

2
,− 1

2

sin2 β
2

(
1− 3 cos2 β

2

)2
+

+3ρ
( 3

2)
− 3

2
,− 3

2

sin4 β
2 cos2 β

2 + 2 sinβ
(
1− 9

8 sin2 β
)
Re

(
ρ
( 3

2)
1
2
,− 1

2

eiα

)
− 3

4 sin3 β Re
(

ρ
( 3

2)
3
2
,− 3

2

e3iα

)
−

−√3 sin β

(
cos2 β

2

(
1− 3 sin2 β

2

)
Re

(
ρ
( 3

2)
3
2
, 1
2

eiα

)
+ sin2 β

2

(
1− 3 cos2 β

2

)
Re

(
ρ
( 3

2)
− 1

2
,− 3

2

eiα

))
+

+
√

3
2 sin2 β

((
1− 3 cos2 β

2

)
Re

(
ρ
( 3

2)
3
2
,− 1

2

e2iα

)
+

(
1− 3 sin2 β

2

)
Re

(
ρ
( 3

2)
1
2
,− 3

2

e2iα

))
,

(4.4)

вероятность однаружения проекции спина, равной −1/2 на направление (α, β) даётся

выражением

ω( 3
2)

(−1
2 , α, β

)
= 3ρ

( 3
2)

3
2
, 3
2

sin4 β
2 cos2 β

2 + ρ
( 3

2)
1
2
, 1
2

sin2 β
2

(
1− 3 cos2 β

2

)2
+ ρ

( 3
2)
− 1

2
,− 1

2

cos2 β
2

(
1− 3 sin2 β

2

)2
+

+3ρ
( 3

2)
− 3

2
,− 3

2

sin2 β
2 cos4 β

2 − 2 sin β
(
1− 9

8 sin2 β
)
Re

(
ρ
( 3

2)
1
2
,− 1

2

eiα

)
+ 3

4 sin3 β Re
(

ρ
( 3

2)
3
2
,− 3

2

e3iα

)
+

+
√

3 sin β

(
sin2 β

2

(
1− 3 cos2 β

2

)
Re

(
ρ
( 3

2)
3
2
, 1
2

eiα

)
+ cos2 β

2

(
1− 3 sin2 β

2

)
Re

(
ρ
( 3

2)
− 1

2
,− 3

2

eiα

))
+

+
√

3
2 sin2 β

((
1− 3 sin2 β

2

)
Re

(
ρ
( 3

2)
3
2
,− 1

2

e2iα

)
+

(
1− 3 cos2 β

2

)
Re

(
ρ
( 3

2)
1
2
,− 3

2

e2iα

))
,

(4.5)

и вероятность однаружения проекции спина, равной −3/2 на направление (α, β) даётся

выражением

ω( 3
2)

(−3
2
, α, β

)
= ρ

( 3
2)

3
2
, 3
2

sin6 β
2

+ 3ρ
( 3

2)
1
2
, 1
2

sin4 β
2

cos2 β
2

+ 3ρ
( 3

2)
− 1

2
,− 1

2

sin2 β
2

cos4 β
2

+ ρ
( 3

2)
− 3

2
,− 3

2

cos6 β
2
−

−1
4
sin3 β

(
3 Re

(
ρ
( 3

2)
1
2
,− 1

2

eiα

)
+ Re

(
ρ
( 3

2)
3
2
,− 3

2

e3iα

))
−

−√3 sin β

(
sin4 β

2
Re

(
ρ
( 3

2)
3
2
, 1
2

eiα

)
+ cos4 β

2
Re

(
ρ
( 3

2)
− 1

2
,− 3

2

eiα

))
+

+
√

3
2

sin2 β

(
sin2 β

2
Re

(
ρ
( 3

2)
3
2
,− 1

2

e2iα

)
+ cos2 β

2
Re

(
ρ
( 3

2)
1
2
,− 3

2

e2iα

))
.

(4.6)

Графики томограмм и томографических энтропий схематически могут быть представ-

лены как функции на сфере, т. е. сферический радиус r может быть положен равным
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томографической энтропии S(α, β) или компоненте томограммы ω(j)(m,α, β), соответ-

ствующей проекции углового момента m на ось z:

r(α, β) = S(α, β)

или

r(α, β) = ω(j)(m, α, β),

при этом x, y и z определяются как декартовы координаты вектора r при построении

графиков энтропии S(α, β) или компоненты томограммы ω(j)(m,α, β):

r2(α, β) = x2 + y2 + z2,

где

x = r cos(α) sin(β),

y = r sin(α) sin(β),

z = r cos(β).

(4.7)

Таким образом, в общем случае любая система со спином j может характеризоваться

2j + 1 поверхностями для томографических компонент ω(j)(m,α, β),m = j, j − 1, ...,−j и

одной поверхностью для томографической энтропии S(α, β).

Следует заметить, что в силу симметрии томографические компоненты и томографи-

ческая энтропия не зависят от долготы α для чистых состояний с определённой проекцией

углового момента на ось z. В этом случае условимся изображать томографическую эн-

тропию и томографические компоненты на таком же графике, но в полярной системе

координат (r, β), где r(β) является томографической энтропией S(β) или компонентой

томограммы ω(j)(m,β), и

x = r sin(β),

z = r cos(β).
(4.8)

4.2 Томографические характеристики частиц со спином

j в |jm〉-состояниях
В данном параграфе будут исследованы томограммы и томографические энтропии неко-

торых спиновых состояний |jm〉 частиц со спином j = 1/2, 1 и 3/2.
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Томографические компоненты ω
( 1

2)
| 1
2
, 1
2
〉(m,β), m = 1

2
,−1

2
и томографическая энтропия

S
( 1

2)
| 1
2
, 1
2
〉(β) представлены на Рис. 4.1 для состояния |j, m〉 = |1

2
, 1

2
〉 в полярной системе коор-

динат (4.8). Как следует из уравнения (1.36) и симметрийных свойств графиков, представ-

ленных на Рис. 4.1, достаточно зеркально отобразить указанный график относительно оси

x для получения томографических характеристик состояния |1
2
,−1

2
〉.

Рис. 4.1: Томографические характеристики состояния |j,m〉 = |12 , 1
2〉 в полярных координатах.

Томографические компоненты ω
( 1

2)
| 1
2
, 1
2
〉(

1
2 , β) (A), ω

( 1
2)
| 1
2
, 1
2
〉(−

1
2 , β) (B), и томографическая энтропия

S
( 1

2)
| 1
2
, 1
2
〉(β) (C).

Томографические компоненты ω
(1)
|1,1〉(m,β), m = 1, 0,−1 и томографическая энтропия

S
(1)
|1,1〉(β) для состояния |j, m〉 = |1, 1〉 представлены слева на Рис. 4.2. Здесь и далее усло-

вимся изображать двумерные графики томографических характеристик в такой же по-

лярной системе координат (4.8) как для состояния |j, m〉 = |1
2
, 1

2
〉, представленного на

Рис. 4.1. Следует заметить, что максимум томографической компоненты ω
(1)
|1,1〉(0, β) равен

0.5, что соответствует отсутствию какого-либо поворота осей, переводящего рассматрива-

емое состояние в состояние с определённым значением проекции углового момента (спи-

на). Для нахождения таких же томографических характеристик для состояния |1,−1〉
достаточно зеркально отобразить график относительно оси x (см. (1.36)). Заметим, что

данное преобразование не поменяет томографическую энтропию состояния. Данный ре-

зультат свидетельствует о том, что томографическая энтропия не содержит в себе всей

необходимой информации о квантовом состоянии и, следовательно, реконструкция кван-

тового состояния системы по его томографической энтропии в общем случае является

невозможным.

Такие же графики, но для состояния |j, m〉 = |1, 0〉 представлены справа на Рис. 4.2.

В данном случае ω
(1)
|1,0〉(1, β) = ω

(1)
|1,0〉(−1, β) (см. (1.37)), что даёт зеркальную симметрию
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Рис. 4.2: Томографические характеристики состояний |j, m〉 = |1, 1〉 (слева) и |j, m〉 =

|1, 0〉 (справа) в полярной системе координат. Томографические компоненты ω
(1)
|1,m〉(1, β) (A),

ω
(1)
|1,m〉(0, β) (B) и ω

(1)
|1,m〉(−1, β) (С) и томографическая энтропия S

(1)
|1,m〉(β), m = 1, 0 (D).

графиков.

Графики томографических компонент ω
( 3

2)
| 3
2
, 3
2
〉(m,β), m = 3

2
, 1

2
,−1

2
,−3

2
и томографиче-

ской энтропии S
( 3

2)
| 3
2
, 3
2
〉(β) для состояния |j, m〉 = |3

2
, 3

2
〉 представлены слева на Рис. 4.3. Как

следует из уравнения (1.36), зеркальное отображение графика относительно оси x даёт

характеритики для состояния |3
2
,−3

2
〉.

Такие же графики для состояния |jm〉 = |3
2
, 1

2
〉 представлены справа на Рис. 4.3.

4.3 Вернеровское состояние частицы со спином j = 3/2

Рассмотрим вернеровское состояние частицы со спином j = 3
2
- состояние, матрица плот-

ности ρ
( 3

2)
W (p) которого формально совпадает со спиновой матрицей плотности ρW (p) со-

стояния Вернера [68] двух частиц со спином 1/2:

ρ
( 3

2)
W (p) = ρW (p) =




(1 + p)/4 0 0 p/2

0 (1− p)/4 0 0

0 0 (1− p)/4 0

p/2 0 0 (1 + p)/4




, (4.9)

где p - параметр состояния - является переменной из области

−1

3
< p < 1. (4.10)
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Рис. 4.3: Томографические характеристики состояний |j, m〉 = |32 , 3
2〉 (слева) and |j, m〉 = |32 , 1

2〉
(справа) в полярных координатах. Томографические компоненты ω

( 3
2)
| 3
2
,m〉(

3
2 , β) (A), ω

( 3
2)
| 3
2
,m〉(

1
2 , β)

(B), ω
( 3

2)
| 3
2
,m〉(−

1
2 , β) (C) и ω

( 3
2)
| 3
2
,m〉(−

3
2 , β) (D) и томографическая энтропия S

( 3
2)

| 3
2
,m〉(β), m = 3

2 , 1
2 (E).

В случае, если бы матрица (4.9) была бы матрицей плотности для двух частиц со спином

1/2 в стандартном базисе

|1〉 = |+〉|+〉, |2〉 = |+〉|−〉,
|3〉 = |−〉|+〉, |4〉 = |−〉|−〉,

(4.11)

область параметров
1

3
< p < 1

соответсвовала бы запутанному состоянию (см., например, [69]).

Для частицы со спином 3/2, состояние которой описывается спиновой матрицей плот-

ности (4.9) томографические компоненты общего вида (4.3)- (4.6) принимают вид:

ω
( 3

2)
ρW (p)

(
3

2
, α, β

)
=

1

4
(1 + p)− 3p

8
sin2 β +

p

8
sin3 β cos 3α,

ω
( 3

2)
ρW (p)

(
1

2
, α, β

)
=

1

4
(1− p) +

3p

8
sin2 β − 3p

8
sin3 β cos 3α,

ω
( 3

2)
ρW (p)

(
−1

2
, α, β

)
=

1

4
(1− p) +

3p

8
sin2 β +

3p

8
sin3 β cos 3α,

ω
( 3

2)
ρW (p)

(
−3

2
, α, β

)
=

1

4
(1 + p)− 3p

8
sin2 β − p

8
sin3 β cos 3α.

Графики томографических компонент ω
( 3

2)
ρW (1)

(
3
2
, α, β

)
и ω

( 3
2)

ρW (1)

(
1
2
, α, β

)
в сферических

координатах (4.7) представлены слева на Рисс. 4.4 и 4.5. Вид этих же самых томограмм

в плоскости (x, y) представлен справа на Рисс. 4.4 и 4.5.

Рассмотрим следующие три точки (α, β) на сфере: (π, π
2
), (π

3
, π

2
) и (−π

3
, π

2
). Данные точ-

ки соответствуют трём минимумам томографической компоненты ω
( 3

2)
ρW (1)

(
3
2
, α, β

)
, трём
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Рис. 4.4: Томографическая компонента ω
( 3

2)
ρW (1)

(
3
2 , α, β

)
для вернеровского состояния частицы

со спином 3/2 как функция на сфере и её вид в плоскости (x, y).

−0.8−0.6−0.4−0.200.20.4
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z

Рис. 4.5: Томографическая компонента ω
( 3

2)
ρW (1)

(
1
2 , α, β

)
для вернеровского состояния частицы

со спином 3/2 как функция на сфере и её вид в плоскости (x, y).

максимумам томографической компоненты ω
( 3

2)
ρW (1)

(
1
2
, α, β

)
и трём седловым точкам то-

мографической компоненты ω
( 3

2)
ρW (1)

(−3
2
, α, β

)
. Минимальные значения томографических

компонент равны нулю, в то время как максимальные значения равны 3/4. В седловых

точках томографические компоненты принимают значение 1/4. Кроме того, данные точ-

ки соответствуют нулям томографической компоненты ω
( 3

2)
ρW (1)

(−1
2
, α, β

)
.

Аналогичное замечание может быть сделано для точек (α, β), равных (0, π
2
), (2π

3
, π

2
) и

(−2π
3

, π
2
), которые соответствуют трём минимумам томографической компоненты

ω
( 3

2)
ρW (1)

(−3
2
, α, β

)
, трём максимумам томографической компоненты ω

( 3
2)

ρW (1)

(−1
2
, α, β

)
и трём

седловым точкам томографической компоненты ω
( 3

2)
ρW (1)

(
3
2
, α, β

)
. Минимальные значения

томографических компонент равны нулю, в то время как максимальные значения рав-
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ны 3/4, в седловых же точках томографические компоненты равны 1/4. Наряду с этим,

данные точки соответствуют нулям томографической компоненты ω
( 3

2)
ρW (1)

(
1
2
, α, β

)
.

Точки (α, β), равные (α, 0) и (α, π), соответствуют максимуму томографических ком-

понент ω
( 3

2)
ρW (1)

(
3
2
, α, β

)
и ω

( 3
2)

ρW (1)

(−3
2
, α, β

)
, который равен 1/2, томографические же компо-

ненты ω
( 3

2)
ρW (1)

(
1
2
, α, β

)
и ω

( 3
2)

ρW (1)

(−1
2
, α, β

)
равны нулю в этих точках.

Графики томографических компонент ω
( 3

2)
ρW (1)

(−3
2
, α, β

)
и ω

( 3
2)

ρW (1)

(−1
2
, α, β

)
, согласно со-

отношению (1.36) могут быть получены как отражение графиков 4.4 и 4.5 относительно

точки (x, y, z) = (0, 0, 0). Данная операция инверсии эквивалентна замене r ↔ −r в сфе-

рических координатах, но в частном случае вернеровского состояния, описываемого спи-

новой матрицей плотности (4.9) операция инверсии сводится к зеркальному отражению

относительно плоскости xz. Аналогично, зеркальная симметрия для двумерных графиков

томографических компонент (где строилась томографическая компонента ω(j)(−m,α, β)

с помощью томографической компоненты ω(j)(m,α, β)), рассмотренная выше, является

частным случаем центральной симметрии, следующей из (1.36).

Томографическая энтропия S
( 3

2)
ρW (1)(α, β) для частицы со спином 3/2, находящейся в

состоянии с матрицей плотности (4.9) представлена слева на Рис. 4.6. Вид данной по-

верхности в плоскости (x, y) показан справа на Рис. 4.6.

Рис. 4.6: Томографическая энтропия S
( 3

2)
ρW (1)(α, β) для частицы со спином 3/2, находящейся в

вернеровском состоянии, представленная как функция на сфере и её вид в плоскости (x, y).

Томографическая энтропия S
( 3

2)
ρW (1)(α, β) имеет минимумы на сфере во всех направлени-

ях, уже упоминавшихся в связи со свойствами томографических компонент ω
( 3

2)
ρW (1) (m,α, β).

Соответственно, томографическая энтропия имеет минимум в восьми направлениях (α, β):
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шесть направлений (nπ
3

, π
2
), n = 0, 1, ..., 5 соответствуют абсолютному минимому томогра-

фической энтропии, в которых она принимает занчение − ln 3
3
4

4
, другие же два полярных

направления (α, 0) и (α, π) соответствуют значению томографической энтропии, равному

ln 2. Максимум томографической энтропии S
( 3

2)
ρW (1)(α, β) на сфере приблизительно равен

1.39.

На сфере могут существовать направления, на котогрых какая-либо томографическая

компонента равна единице, а томографическая энтропия, соответственно, нулю. Данная

ситуация имеет место исключительно для чистых состояний, в то время как любое сме-

шанное состояние, например, вернеровское состояние с p 6= 1 не может иметь данного

свойства.

Рассмотрим первые три томографических компоненты ω
( 3

2)
ρW (p)

(
3
2
, α, β

)
, ω

( 3
2)

ρW (p)

(
1
2
, α, β

)

и ω
( 3

2)
ρW (p)

(−1
2
, α, β

)
, которые задают трёхмерную поверхность, параметризуюмую двумя

параметрами α и β т. е.

x = ω
( 3

2)
ρW (p)

(
3
2
, α, β

)
, y = ω

( 3
2)

ρW (p)

(
1
2
, α, β

)
z = ω

( 3
2)

ρW (p)

(−1
2
, α, β

)
.

Данная поверхность будет являться частью плоскости в случае вернеровского состоя-

ния (4.9) частицы со спином 3/2. Пример данной поверхности для случая p = 1/3 приве-

дён на Рис. 4.7.

Рис. 4.7: Трёхмерная поверхность x = ω
( 3

2)
ρW ( 1

3)
(

3
2 , α, β

)
, y = ω

( 3
2)

ρW ( 1
3)

(
1
2 , α, β

)
, z =

ω
( 3

2)
ρW ( 1

3)
(−1

2 , α, β
)
для частицы со спином 3/2, находящейся в вернеровском состоянии (4.9).

Качественный вид поверхностей - томографических компонент и томографической

энтропии для других значений параметра состояния p остаётся таким же. Энтропия фон

Ноймана (1.39) для состояния частицы со спином 3/2 и матрицей плотности (4.9), как
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функция параметора p имеет вид:

V NS
( 3

2)
ρW (p) = −3

4
(1− p) ln

1− p

4
+

1 + 3p

4
ln

1 + 3p

4
. (4.12)

Справа на рис. 4.8 представлен график максимум томографической энтропии верне-

ровского состояния как функция параметра состояния p. График энтропии фон Ноймана

как функции параметра p одновременно с графиком минимума томографической энтро-

пии представлен слева на Рис. 4.8, откуда видно, что минимум томографической энтро-

пии не может быть меньше фон-ноймановского. Не удалоcь пронаблюдать какие-либо

качественные особенности в поведении томографической компоненты ω
( 3

2)
ρW (p) (m,α, β), эн-

тропии фон Ноймана или томографической энтропии на всём диапазоне допустимых зна-

чений параметра p.

Рис. 4.8: Вернеровское состояние частицы со спином 3/2. Минимум томографической энтропии

S
( 3

2)
ρW (p)(α, β) и фон-ноймановской энтропии V NS

( 3
2)

ρW (p) как функции параметра p (слева). Макси-

мум томографической энтропии S
( 3

2)
ρW (p)(α, β) как функция параметра p (справа).

Рассмотрим соотношение (1.35) для матрицы, полученной ppt-преобразованием от

матрицы плотности (4.9)

pptρ
( 3

2)
W (p) =




(1 + p)/4 0 0 0

0 (1− p)/4 p/2 0

0 p/2 (1− p)/4 0

0 0 0 (1 + p)/4




. (4.13)

Томограмма, формально найденная с помощью матрицы (4.13) (условимся называть её

ppt-томограммой), рассматриваемой как спиновая матрица плотности для частицы со

спином 3/2 является обычной функцией распределения 4-х дискретных переменных, как

и обычная спиновая томограмма частицы со спином 3/2. В случае положительности мат-

рицы (4.13) компоненты томограммы будут иметь положительные значения.
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ppt-томографическая энтропия pptS
( 3

2)
ρW (p)(α, β) является положительной функцией для

положительной ppt-матрицы (4.13) и имеет мнимую часть в случае наличия отрицатель-

ных собственных значений матрицы. График мнимой части ppt-томографической энтро-

пии pptS
( 3

2)
ρW (p)(α, β) для углов α = 0, β = π

2
как функции параметра p вернеровского состо-

яния представлены слева на Рис. 4.9. Минимальное значение параметра p, при котором

мнимая часть томографической ppt-энтропии pptS
( 3

2)
ρW (p)(α, β) появляется для каких-либо

углов (α, β) представлена как функция на сфере (α, β) справа на Рис. 4.9.

Если формально рассматривать матрицу (4.13) как матрицу плотности двух частиц

со спином 1/2, её положительность соответствовала бы сепарабельному состоянию, нару-

шение же положительной определённости соответствовало бы запутанности состояния.

Рис. 4.9: Вернеровское состояние частицы со спином 3/2. Мнимая часть ppt-томографической

энтропии pptS
( 3

2)
ρW (p)(α, β) для углов α = 0, β = π

2 в зависимости от параметра состояния p (сле-

ва). Минимальное значение параметра p, при котором мнимая часть томографической энтро-

пии pptS
( 3

2)
ρW (p)(α, β) появляется для каких-либо углов (α, β), представленная как функция на

сфере (α, β) (в случае отсутствия таковых углов значение радиуса сферы полагалось равным

двум)(справа).
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4.4 Обобщённое вернеровское состояние частицы со спи-

ном j = 3
2

Рассмотрим более общий вид матрицы 4 × 4, чем вернеровское состояние (4.9) частицы

со спином 3/2 - обобщённое вернеровское состояние частицы со спином 3/2, содержащее

дополнительный параметр b, который мы будем для простоты считать вещественным.

Матрица плотности обобщённого вернеровского состояния, по определению, даётся сле-

дующим соотношением:

ρ
( 3

2)
W (p, b) =




(1 + p)/4 0 0 p/2

0 (1− p)/4 b 0

0 b (1− p)/4 0

p/2 0 0 (1 + p)/4




. (4.14)

Собственные значения даной матрицы λ
(k)
ρW (p,b), k = 1, 2, 3, 4 зависят от параметра b:

λ
(1)
ρW (p,b) =

1

4
(1 + 3p),

λ
(2)
ρW (p,b) =

1

4
(1− p)− b,

λ
(3)
ρW (p,b) =

1

4
(1− p) + b,

λ
(4)
ρW (p,b) =

1

4
(1− p).

Положительная определённость матрицы плотности (4.14) накладывает ограничения на

допустимые значения параметров состояния p и b. Параметр p может меняться в тех же

диапазонах (4.10), что и в обычном вернеровском состоянии (4.9), параметр же b обязан

удовлетворять соотношению:

|b| 6 1

4
(1− p). (4.15)

Матрица плотности (4.14) может быть формально рассмотрена и как матрица состо-

яния системы двух спинов 1/2 - условимся называть такое состояние обобщённым вер-

неровским состоянием системы двух спинов. Рассматривая матрицу плотности в базисе

состояний двух спинов 1/2 и применяя критерий запутанности Переса-Городецких (см.

стр. 30, а также [61, 62]), получаем условие сепарабельности: состояние (4.14) системы
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двух спинов является сепарабельным, если следующая ppt-матрица

pptρW (p, b) =




(1 + p)/4 0 0 b

0 (1− p)/4 p/2 0

0 p/2 (1− p)/4 0

b 0 0 (1 + p)/4




является положительной, и запутанным в противном случае. Собственные значения ppt-

матрицы ирмеют вид:

λ
(1)
pptρW (p,b) =

1

4
(1− 3p),

λ
(2)
pptρW (p,b) =

1

4
(1 + p)− b,

λ
(3)
pptρW (p,b) =

1

4
(1 + p) + b,

λ
(4)
pptρW (p,b) =

1

4
(1 + p).

(4.16)

С учётом (4.16) получаем, что значения параметра b, удовлетворяющие условию

|b| 6 1

4
(1 + p) (4.17)

соответствуют сепарабельному состоянию, если |p| 6 1
3
, другие допустимые значения

соответствуют запутанному состоянию системы двух спинов 1/2. Область «сепарабель-

ности» и «запутанности» схематически изображена на Рис. 4.10.

Рис. 4.10: Диаграмма допустимых совместных значений параметров p и b обобщённого вернеров-

ского состояния. В случае обобщённого вернеровского состояния тёмные области соответствуют

сепарабельному состоянию, а светлые - запутанному.

Компоненты томограмм ω
( 3

2)
ρW (p,b) (m,α, β), m = 3

2
, 1

2
,−1

2
,−3

2
и томографической энтро-

пии S
( 3

2)
ρW (p,b)(α, β) для диапазона значений b ≈ 0 бедет обладать схожим поведением с

69



рассмотренными случаями вернеровской матрицы плотности без коэффициента b (см.

Рисс. 4.4, 4.5, 4.6). Точки (p, b), равные
(−1

3
, 1

3

)
и

(−1
3
,−1

3

)
на треугольнике допустимых

значений 4.10 и соответствующие левым верхнему и нижним углам, соответственно, явля-

ются предельными точками для качественного вида соответствующих им томографиче-

ских компонент ω
( 3

2)
ρW (p,b) (m,α, β) и энтропий S

( 3
2)

ρW (p,b)(α, β), которые относительно заметно

меняют свой качественный вид при приближении к данным предельным случаям (точ-

кам). Можно сказать, что верхняя и нижняя часть треугольника допустимых значений не

являются симметричными по отношению к качественному виду томограмм и энтропий.

Характерные томографические компоненты, и томографические энтропии, соответству-

ющие верхним и нижним частям треугольника, приведены на Рисс. 4.11 и 4.12.

Рис. 4.11: Томографические компоненты обобщённого вернеровского состояния частицы со

спином 3/2, соответствующие значеним: p = −1
6 , b = 1

4 (сверху) и p = −1
6 , b = −1

4 (снизу)

представленные как функции на сфере. Рисунки слева соответствуют компоненте томограммы

с m = 3/2, а справа - с m = 1/2.

Аналогично тому, как для обычного вернеровского состояния частицы со спином 3/2

была постороена поверхность 4.7, рассмотрим аналогичную конструкцию и в для обоб-
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Рис. 4.12: Расность между томографической энторпией и её минимумом качественно разного

вида для обобщённого вернеровского состояния частицы со спином 3/2, соответствующая пара-

метрам состояния p = −1
6 , b = 1

4 (слева) и p = −1
6 , b = 1

4 (справа).

щённого веренеровского состояния. Рассмотрим поверхость, параметризуемую парамет-

рами (α, β) и соответствующую первым трём компонентам томограммы обобщённого вер-

неровского состояния: x = ω
( 3

2)
ρW (p,b)

(
3
2
, α, β

)
, y = ω

( 3
2)

ρW (p,b)

(
1
2
, α, β

)
, z = ω

( 3
2)

ρW (p,b)

(−1
2
, α, β

)

Данная поверхность изображена на Рис. 4.13 для параметров состояния p = 1
3
, b = 0.1.

Рис. 4.13: Трёхмерная поверхность, задаваемая первыми 3-мя компонентами томограмы: x =

ω
( 3

2)
ρ

W( 1
3 ,0.1)

(
3
2 , α, β

)
, y = ω

( 3
2)

ρ
W( 1

3 ,0.1)
(

1
2 , α, β

)
, z = ω

( 3
2)

ρ
W( 1

3 ,0.1)
(−1

2 , α, β
)

Экстремальные значения фон- ноймановской и томографической энтропий приведены

на Рисс. 4.14, 4.15 и 4.16.
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Рис. 4.14: Минимум (слева) и максимум (справа) томографической энтропии S
( 3

2)
ρW (p,b)(α, β) обоб-

щённого веренровского состояния частицы со спином 3/2 как функция параметров состояния p

и b.

4.5 Состояние Вернера системы двух спинов

Пользуясь общей формулой для нахождения томограмм сложных систем (1.40), можно

найти общий вид томограммы квантвой системы двух спинов, которая имеет вид:

ω(+, +, α1, β1, α2, β2) = ρ11 cos2 β1

2
cos2 β2

2
+ ρ22 cos2 β1

2
sin2 β2

2
+ ρ33 sin2 β1

2
cos2 β2

2
+

+ρ44 sin2 β1

2
sin2 β2

2
+ sin β2 cos2 β1

2
Re (ρ12e

iα2) + sin β1 cos2 β2

2
Re (ρ13e

iα1) +

+1
2
sin β1 sin β2

(
Re

(
ρ14e

i(α1+α2)
)

+ Re
(
ρ23e

i(α1−α2)
))

+

+ sin β1 sin2 β2

2
Re (ρ24e

iα1) + sin β2 sin2 β1

2
Re (ρ34e

iα2) ,

ω(+,−, α1, β1, α2, β2) = ρ11 cos2 β1

2
sin2 β2

2
+ ρ22 cos2 β1

2
cos2 β2

2
+ ρ33 sin2 β1

2
sin2 β2

2
+

+ρ44 sin2 β1

2
cos2 β2

2
− sin β2 cos2 β1

2
Re (ρ12e

iα2) + sin β1 sin2 β2

2
Re (ρ13e

iα1)−
−1

2
sin β1 sin β2

(
Re

(
ρ14e

i(α1+α2)
)

+ Re
(
ρ23e

i(α1−α2)
))

+

+ sin β1 cos2 β2

2
Re (ρ24e

iα1)− sin β2 sin2 β1

2
Re (ρ34e

iα2) ,

ω(−, +, α1, β1, α2, β2) = ρ11 sin2 β1

2
cos2 β2

2
+ ρ22 sin2 β1

2
sin2 β2

2
+ ρ33 cos2 β1

2
cos2 β2

2
+

+ρ44 cos2 β1

2
sin2 β2

2
+ sin β2 sin2 β1

2
Re (ρ12e

iα2)− sin β1 cos2 β2

2
Re (ρ13e

iα1)−
−1

2
sin β1 sin β2

(
Re

(
ρ14e

i(α1+α2)
)

+ Re
(
ρ23e

i(α1−α2)
))−

− sin β1 sin2 β2

2
Re (ρ24e

iα1) + sin β2 cos2 β1

2
Re (ρ34e

iα2) ,

(4.18)

ω(−,−, α1, β1, α2, β2) = ρ11 sin2 β1

2
sin2 β2

2
+ ρ22 sin2 β1

2
cos2 β2

2
+ ρ33 cos2 β1

2
sin2 β2

2
+

+ρ44 cos2 β1

2
cos2 β2

2
− sin β2 sin2 β1

2
Re (ρ12e

iα2)− sin β1 sin2 β2

2
Re (ρ13e

iα1) +

+1
2
sin β1 sin β2

(
Re

(
ρ14e

i(α1+α2)
)

+ Re
(
ρ23e

i(α1−α2)
))−

− sin β1 cos2 β2

2
Re (ρ24e

iα1)− sin β2 cos2 β1

2
Re (ρ34e

iα2) .
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Рис. 4.15: Разность между максимум и минимумом томографической энтропии S
( 3

2)
ρW (p,b)(α, β)

(слева) и разность между минимумом томографической энтропиии S
( 3

2)
ρW (p,b)(α, β) и фон-

ноймановской энтропией V NS
( 3

2)
ρW (p,b) (справа) для обобщённого вернеровского состояния частицы

со спином 3/2 как функция параметров состояния p и b.

В случае состояния Вернера системы двух спинов с матрицей плотности (4.9) данная

томограмма выглядит как

ωρW (p)(+, +, α1, β1, α2, β2) = ω(−,−, α1, β1, α2, β2) =

= 1
4
(1 + p(cos β1 cos β2 + sin β1 sin β2 cos(α1 + α2)))

ωρW (p)(+,−, α1, β1, α2, β2) = ω(−, +, α1, β1, α2, β2) =

= 1
4
(1 + p(cos β1 cos β2 − sin β1 sin β2 cos(α1 + α2))) .

Томографическая энтропия для вернеровского состояния системы двух спинов 1/2

может быть вычислена численно по формуле (1.41). Поскольку томограмма любого со-

стояния системы двух спинов 1/2 является функцией на двух сферах, её график можно

изобразить как семейство поверхностей, вид которых зависит от движения по некоторой

сфере существенно большего радиуса. В таком случае одна пара углов в томографической

энтропии задаёт точку на большой сфере, другая же пара углов задаёт собственно по-

верхность (расстояние от выбранной точки на большой сфере до точки малой поверхности

соответствует значению томографической энтропии). График томографической энтропии

для p = 1 приведён на Рис. 4.17.
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Рис. 4.16: Энтропия фон Ноймана V NS
( 3

2)
ρW (p,b) для обобщённого вернеровского состояния чатсицы

со спином 3/2 как функция параметров состояния p и b.

Рис. 4.17: Томографическая энтропия состояния Вернера для системы двух спинов 1/2 как

функция на двух сферах. Ось x направлена из рисунка направо, ось y - нелево, ось z - снизу

вверх.
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Заключение

Настоящая работа посвящена развитию томографических методов в классической и кван-

товой механиках. В рамках томографического подхода были решены три задачи, которые

могут быть применены к решению проблемы запутанности квантовых состояний, а также

способствуют пониманию квантовой механики.

В первой задаче, посвящённой развитию техники звёздочного произведения в томо-

графическом представлении, были найдены томографические символы координаты и им-

пульса, а также произведения их произвольных целых степеней. Было показано, что сред-

ние значения физических величин как в квантовых, так и в классических системах могут

быть вычислены одним и тем же способом, а именно, с помощью коммутативного ядра

звёздочного произведения классических символов. В частности, были найдены в явной

проинтегрированной форме классические ядра звёздочного произведения для томогра-

фических символов и матриц операторов в координатном представлении.

Другие две задачи были посвящены исследованию явления запутанности в квантовых

системах.

Во второй задаче была найдена эволюция запутанности изначально сепарабельного и

изначально запутанного состояния в системе, эволюционирующей как двумерный кванто-

вый осциллятор с трением и переменной частотой. В качестве сепарабельного состояния

было рассмотрено когерентное состояние осциллятора, а в качестве запутанного состоя-

ния было рассмотрено гауссовское состояние, содержащее перекрёстный член с произве-

дением координат в экспоненте волновой функции. Показано, что в данном случае изна-

чально сепарабельное состояние остаётся сепарабельным с течением времени, а изначаль-

но запутанное состояние остаётся запутанным. Также был рассмотрен пример квантовой

системы с квадратичным гамильтонианом, содержащим член с перекрёстным произведе-

нием операторов координат, который приводит к переходу сепарабельного состояния в

запутанное, и запутанного в сепарабельное.
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В третьей задаче, посвящённой исследованию томографических характеристик спи-

новых систем, были получены общие формулы для томографической вероятности про-

извольных квантовых состояний со спином 1 и 3/2, и состояний системы двух спинов

1/2. Также были построены и описаны графики томографических характеристик неко-

торых квантовых состояний указаных систем. На примере состояния Вернера системы

двух спинов 1/2 было продемонстрировано отсутствие качественных изменений поведе-

ния томографических характеристик состояния при переходах между сепарабельными и

запутанными состояниями.

По мнению автора, результаты, полученные в данной работе, представляют научный

интерес. В дальнейшем планируется более тщательное исследование томографических

методов в применении к ряду задач, представляющих научную и практическую ценность.
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