Ecole polytechnique de Bruxelles PHYSH301/2013-2014

Mécanique quantique I

Séance d’exercices n°10: Composition de moments cinétiques

1. Addition de deux moments cinétiques.
Soit J:J1+JQEJ1®]12+111®J2.
Montrer que J x J = ihJ et {J? J,, JE, J2} forment un ECOC .

2. Relations triangulaires.

(a) Donner les résultats des compositions suivantes
i. 11
ii. 3/2@®5
iii. 3/2@5/2
iv. 0@ 4
v. 5/2&5/2
(b) Les relations triangulaires suivantes sont-elles satisfaites?
i. 3,5, 1
ii. 0,4, 4
ii. 3/2, 3/2, 3/2
iv. 5/2,2,1/2
v. 3,3/2,1/2
(¢) Résoudre
. 7/2®3/2=

i, j®3=2
. 7/2@j =1
iv. j@0=5/2
v. 605 =0

3. Composition d’'un moment cinétique orbital [ et d’un spin 1/2.

(a) Soit J = L+ .S ou les opérateurs vectoriels L et S sont respectivement un mo-
ment cinétique orbital et un spin. Rechercher les états propres de 1’observable
J? ("diagonaliser” J? & partir de sa représentation dans la base des états
|lm;) ® |smy) avec s = 1/2).

(b) En tenant compte de la convention de Condon et Shortley, établir les formules
des coefficients de Clebsch-Gordan (I 1/2 m; mg|jm).

(¢) Facultatif: Vérifier les relations d'unitarité des coefficients de Clebsch-Gordan
obtenus.
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Liste des formules utiles (chapitre 6 du syllabus de Daniel Baye)

e Opérateur élévateur et abaisseur

Jo=J, +1J,,
+ B +Z Yy (1)
J = J, —iJy,
ou
Jeljm) =Vi(G+1) —m(m+£1)[jm+1). (2)

e Pour la somme de deux moments cinétiques J = J; +.J, on obtient la relation
triangulaire
l71 — J2| < J < j1+ Jo, (3)

avec la condition j; + jo + j entier.

e Les coefficient de Clebsch-Gordon: Les vecteurs propres normés de 'ECOC
{J2, Jiz, J2, Jop }, donnés par |[jimyjams) = |j1my) @ |[jams) et les vecteurs propres
normés de 'ECOC {J3Z, JZ, J?, J.}, donnés par |j;jojm) sont liés par les coefficients
de Clebsch-Gordon:

|j1j2gm) = Z (J1jamimalim) |jimajama) (4)
mi,ma
ou
(Jrjemama|jm) = (jimajama|jijajm) , (5)
avec la relation d’unitarité
Z(jlhmlmz‘jm)(jlﬁm/lméUm) = 5m1m’15m2m’2' (6)
7,m

e Le coefficient 3jm:

jl j2 j3 _ (_1\j1—j2—m3 . —1/2(: L
<m1 mso m3) (=1) (25 +1) (Jrjamamaljs — ms), (7)

avec des proprietés de symétrie:

1. Changement de signe avec la phase (—1)71%727J lors d’une permutation de
deux colonnes:

Jroov g3 (—1)di+iztis JioJ2 3 8)
mo M™My1 M3 mi Mo Mg
2. Ils sont invariants pour toute permutation circulaire
jQ j3 jl _ jl jQ j3 (9)
mo M3 MMy mip My Mg

3. Tls changent de signe avec la phase (—1)/1%72%5 Jorsque 1'on change les signes
des trois projections my,ms et mg.

jl j2 j3 — (_1)j1+j2+j3 jl j2 j3 (10)
—my —MmM2 —M3 my MMy M3

Ca implique aussi que

(]5 3 jo?’):o, i j1 + jo + js est impair. (11)



