Faculté des Sciences appliquées PHYSH301/2014-2015

Mécanique quantique I

Correction séance d’exercices n°11: FEffet Zeeman sur la structure fine de
I’atome d’hydrogene
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A partir de 'expression de la force de Lorentz F= qu N\ B
[F]_ [FI[T] _ [FIL]T] _ [Action]

=B = Qv T oE T QEE T QI
Unité de B = %:2,3.10%

2. Pour des nombres quantiques d’ordre 1 (typiquement 1 < n < 10), [ est également
d’ordre 1, s vaut £1/2 et r est d’ordre ag c’est a dire d’ordre 1. On a donc :

o Hy=p*— 2 est d’ordre 1.

o W,, = ff—;[jg est d’ordre o? ~ 13172 ~5,33.107° ~ 1075.

e W, =B(L,+ g.5.) est d’ordre B.

De ce fait, 2 cas se présente :

* Wy < Wt Cest a dire quand le champs B est d’ordre inférieur a 1075 c’est &
dire inférieur a 0.2 T. Dans ce cas Wy peut étre traité comme une perturbation
de 'hamiltonien Hy + W,.
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Wy > W,,: Cest a dire quand le champs B est d’ordre supérieur & 107° c’est a
dire supérieur a 20 T. Dans ce cas W,, peut étre traité comme une perturbation
de I’hamiltonien Hy + W.

On a déja vu qu'il existe deux ECOC possibles pour Hy: {Hy, 2L, 52 S.}
de base [nlmysm,) et {Ho, L2, 5%, J?, J.} de base |nlsjm;).

On sait que L-S ne commute pas avec L. et S., mais par contre il commute
avec L2, J?, 5% et J,, car L- S = 3(j> — > — s*). On prendra donc {H, +
W, L2, 52, J%, J.} de base |nlsjm;) comme ECOC. Pour simplifier on pose
|...)so = |[nlsgm;).

Cette fois-ci, on prend {Hy + WZ,EQ,LZ,§2,SZ} de base |nlm;sms) comme
ECOC, car Wy ne commute pas avec J2 et J,. Pour simplifier on pose |...)z =

|nlmysmy).

Energies exactes spin-orbite :
: o oo
(Hoy+Wso)so = (nlsjm;|(Hy + EL.S)MZSij}

2
= (nlsjm;l| (En + %(J_2 % 52)) |nlsjm;)

1
n2

- +%2(j(j+1)—l(l+1)—8(8+1))<i>so

r3
énergies exactes Zeeman :
(Hy+Wgz)z = (nlmysms|(Ho + B(L. + ¢.S-))|nlmsms)
— =5+ Blm + gm) 2)
Correction Zeeman (on traite W, comme la perturbation):
Il faut utiliser la méme base que celle de 'ECOC de Hy 4+ Wy !
(Wz)so = (nlsjm;|(B(L: + geS:))nlsjm;)

Pour cela, on exprime les [nlsjm;) en fonction des |nlm;sms) par U'intermediaire
des coefficients de Clebsh-Gordan :

Inlsjm;) = Z (mymyg|jm;y|nlmysmg) pour my + ms = m; (3)
my,ms

Dans le cas du couplage entre un moment cinétique orbital L et un spin 1/2
(cf. exercices 10), les coefficients s’expriment

s 1 _1
j 2 2
T T
[l l+m;+3\ 2 l-m;+31\2
2 20+1 20+1
j T
l— 1 . lfm]'Jr% 2 l+mj+% 2
2 20+1 2041




Casls:n=11=0ets=1/2. Donc seul j = 1/2 existe avec m; = £1/2.
Ainsi les deux seuls états s’expriment simplement comme [1si + 1) = |m, =
+1/2). On a donc,

Wazheer = (Wz)z = (ms = £1/2|(B(L: + g.5z))|ms = £1/2)
= B(m;+ gems)(ms = £1/2|mg = £1/2)
+g9.B
5

Cas 28 :m=2,1=0et s =1/2. Donc de la méme maniere que dans le cas 1s,
seuls les états [2s1 + 1) = |m, = +£1/2) existent avec j = 1/2 et m; = +1/2.

Wzhgerr = (Wz)z = (ms = £1/2|(B(L: + ge5z))|ms = £1/2)
= B<ml + gems)<ms = i1/2|ms = i1/2>

+g9.B
5

Cas2p:n=2,1l=1et s=1/2. Il existe donc deux valeurs pour j, j = 1/2
avec m; = £1/2 et j = 3/2 avec m; = £1/2,43/2. De (3), on obtient les 6
états suivants :

3 3

25 +5) = lm=1,m, = +1/2)
3 1 1 2
2p £5) = \/jlmz = +1,m, = F1/2) + \/jlmz =0,m, = +1/2)
2 2 3 3
1 1 2 1
|2p—j:—> = j:\/j|ml :ilams = :F1/2>:F \/j|ml :07m8 :j:l/z)
2 2 3 3
On obtient les corrections Zeeman suivantes:
[
<WZ>2p%i% = B(il + 5)
1 Gey , 2 gey B Ge
= —-B(flF= B0+ =)= —(+1F = % g,
2 Je 1 Ge 2B Je | Ye
1,1 = —B(HlFxF= -B0+=)= — (£l Fx = £ =
(Wz)aprs1 FBEIF )+ 3B+ 5)=—FF5£7)

Correction spin-orbite (on traite WsO comme la perturbation):
Il faut utiliser la méme base que celle de 'ECOC de Hy + Wy! :

2
(Weo)z = (nlmlsms|(%L.S)|nlmlsms)

2 L..S_+L_.
= (nlmysmy| (a—g( +:5 ;L O+ + LZ.SZ)> |nlmysm)
r

+
273

L
= o ((nlml3m5| |nlmysmyg)

— 4 zMz
+ (nlmlsm5|2—r3|nlmlsms)+(nlmlsm5| = |nlmlsms))



1
= o (C’l<nlm15(ms + 1)|ﬁ]nl(ml + 1)smy)

1 1
+ Co (nlmys(mg — 1)[=[nl(my — 1)smy) + mlms<nlmlsms|—3|nlmlsms>>
r T

VIE+1) —my(my + 1)\/%(% + 1) — my(ms + 1)

avec C] = 5

VITHT) =l — 14/3( +1) = my(m, = 1)
2

et C2 =
= o (Cy{lmys(mg + 1)[1(my + 1)smy)

1
+ Ca (tmus(m, = V)i = 1)smy) + mim) {nl = n)

1
= a2mlms<n|r—3|n>

e 1
= a2mlms/ * R, r*dr
0
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00 R 2
0 T

Casls:n=1letl=0doncn=n,+l+1=mn,=101=0

o] R 2
<W50>Z — Oélems/ | 00‘
0

r
= Qcarm; =0

dr

Cas2s:n=2etl=0doncn, =1

00 2
<Wso>Z — Oé2mlms / |R10| dT
0

’
= Ocarm; =0

Cas2p:n=2etl=1doncn, =0

0 2
W)z = anlms/ @dr
0

2 [e%¢) —r F 0 4 2
a / re”"|1F1(0,4,7)] r
0

T 24

o
= o®mym, —re "dr
0 24

1
= a2mlm5ﬂF(2)

2
= 8_1
a~mpm 24

a2

= mymg

24

6. Les énergies au premier ordre sont données par les énergies exactes auxquelles on
additionne les corrections au premier ordre.
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e énergies exactes spin-orbite dans les cas n = 1 et n = 2, d’apres la relation (1):
—Casls:n=1,1=0et s=1/2donc j =s = 1/2 et le deuxieme terme
de (1) s’annule.

By, = -1

—Cas2s:n=21=0et s=1/2donc j =s=1/2 et le deuxieme terme
de (1) s’annule aussi.

s0 1
E2s:|: - _Z

— Cas2p:n=21=1ets=1/2donc il existe 2 valeurs possibles pour j

: j =1/2 et j = 3/2. Dans chaque cas, (-5)s prend la méme valeur car
il ne dépend que de n et de [ ou de maniere équivalente de n, et de [. En
particulier dans le cas 2p, nr =n; — [ — 1 =0 et

1 > 1
(L) = / Riy (1)~ R (r)r2dr = /
r 0 r 0

e~ | Fy (0, 4, 7)|2 % T 1
_ / re ’1 1( 9 >T)‘ d?” :/ re d?": _
0 0

[e’e) 2
| Roy(7)] dr

24 24 24
Ainsi :
o 1 a2
w§ = ity
o 1 a2
3 4 24

e ¢énergies exactes Zeeman dans les cas n = 1 et n = 2, d’apres la relation (2):

—Casls:n=1,1=0ets=1/2.

B
EZ, = —1+92
2
—Cas2s:n=21l=0ets=1/2.
B
EQZsi = _—ig
2
—Cas2p:n=2l=1lets=1/2.
EZ,, = — 4B+
2p++ _Z"‘ ( 5)
1  g.B
Z e
E2p0:|: _Z:t 2
1 e
B o= —opusd)



* Energies finales dans le cas ou Wy est la perturbation (valable pour B — 0) :

* By =—1% 5 ~—-1+B

° EQsi;:_% g;BE—;liB

® EQpS:tg:_i‘i‘Z—;‘i‘B(ilﬂ:%) _E—FZ_;iZB

¢ Engi;__i—i_z_;—i_g(il:':%—i_ge):_}l Z_; ?
. EQP;i;Z—i—g—iJr?(:tlﬂp%—k%)g—i_;_iig

* Energies finales dans le cas ou W, est la perturbation (valable pour B — o0) :

geB

o [, =-1+ ~—-1+8B
1 ¢B 1
. E%i:—zng ~-1£B
1 Je a? 1 a?
Byow=——-+Bl+2+ % ~ _“ i Ba+1)+ L
¢ Bypre=—g+BUE5)E g+ B+ +
1 ¢B 1
[ E2p0i:—12|:g2 :_Z_lj:B
1 Ge. Q2 1 a?
By =—--Blxd) %L ~ - _Baxnz
¢ Bypo=—7-BUF) T g=—1-BUFDT

7. Dans les cas limites B — 0 et B — oo les états propres a l'ordre zéro sont re-
spectivement les états |nlsjm;) et |nlmysmg). On remarque que quand B — 0 on
aura des dégénérescences. L'effet Zeemann (rajouter un champ B) a donc pour but
d’éliminer ces dégénérescences en séparant les niveaux d’énergie.



