Ecole polytechnique de Bruxelles PHYSH301/2015-2016

Mécanique Quantique 1 — CORRIGE

Séance d’éxercices 3 : états, opérateurs et commutateurs

Exercice 1

a)

M+ uB,C] = (A +uB)C — C(\A + uB)
= MC+uBC —\CA - uCB
= MNAC — CA) + u(BC - CB)
b)
A BC] — ABC - BOA
= ABC - BCA+ BAC - BAC
= B[A,C)+[A, B|IC
c)
[ABaé] = _{CA'vAA]
= —A[C,B]-[C,AlB
= A[B,C)+[A,C)B
d)
AL[B,Cll + [B,(C, Al + [C,[A B = ABC— ACH— BCA+CBA+ BOA - BAC
CAB+ ACB +CAB -~ CBA — ABC + BAC
= 0
Exercice 2
D’apres I’équation de lexercice 1.d), on a
[A,[B, O+ [B,[C, A + [C, [A, B]] = 0.
Alors, si [A [B,C] = 0, on obtient [B,[C, A]] = 0. Toutefois, rien ne nous permet de conclure

) } = ) ]
que [C’ Al =0 < [A,C] = 0. Ce qu'on sait, & partir de 1a, c’est que 'opérateur B commute avec
Cl.

4,

D’un autre c6té, on sait que si deux opérateurs commutent, ils ont les mémes vecteurs propres.
Ainsi, puisque [fl, B} =0, A et B ont les mémes vecteurs propres. De méme, puisque [B, C’] =0, B
et C' ont les mémes vecteurs propres. On est donc tenté de dire que A et C ont également les mémes
vecteurs propres. Ceci est vrai sauf si ces opérateurs ont des valeurs propres dégénérées. Dans ce
dernier cas, rien ne permet de conclure que Aet C commutent, car en cas de dégénérescence la base
de vecteurs propres d’un opérateur n’est pas unique et par conséquent, le raisonnement ci-dessus ne
s'applique pas. Un exemple de cette situation serait de prendre les trois opérateurs {L?, Ly, L,}. En
effet, [L?,1,] = [L?, Ly] = 0, mais [Ly, L,] # 0.



Exercice 3
a)
|¢1) = alv1) + iblva) |p2) = alv1) — iblva)

On peut calculer les normes :

leall> = (f1l¢n)

(a*(v1| — ib* (va]) (alvr) + iblvz))
lal*[Jo1][* 4+ 0 = 0+ [B]?[[va]
= |al?[Jor]|* + [b]*||v2]?

et

llg2ll® = (f2l¢2)

(a*(v1] + ib* (va]) (alvr) — iblvz))
lal*[|o1][* = 0+ 0+ [B]?[[va]
= |al?[Jor]|* + [b[*||v2]|?

= el

ou on utilise le fait que |v1) et |vg) sont des vecteurs non-normeés et orthogonaux, c’est-a-dire que
(vilvr) = [Joa|?, (valv2) = [[val? et (vi]va) = (va]v1) = 0.
Le produit scalaire vaut :

(P1lp2) = (a”(va] —ab™(v2])(alvr) — ibv2))
= lal[J1|* = 0 =0 — [bf*[[v]?

= laP[vr]]* = B[z

Et les vecteurs normalisés deviennent donc :

~ 1 1
0= e T e e
o) = ———|ga) = ! 62)

Vlal?[[oa][? + b2 [v2] 2

VA{d2|p2)
b)

Cette fois-ci on a des vecteurs continus :

9 [aotm 9 [atm
|¢1) = \/;/ dp|vp) cos p |p2) = \/;/ dp|vp) sinp

On peut calculer les normes :



[Ealk

16212

(P1]1)

9 a+m a+m

— / / dpdq (vq|vp) cospcos q
T Ja a ~——

é(p—aq)
2 a+m
— / dpcos® p
™ a
/“+7r 1+ cos2p
— T dp
2
+m sm 2p atm
(v, )
a
(a +7—a-— f(sm2(a +7) — sm2a)>

=0

\V)

A=A~ 3

(P2]¢2)

2 a+m a+m

— / / dpdq (vg|vp) sinpsing
7T a a g

6(p—q)
2 a-+m
— / dpsin®p
a

2 /“*” 1—cos2p
z - dp
T Ja 2

=1

Les vecteurs sont donc déja normalisés.
Il reste & calculer le produit scalaire :

(¢1]¢2)

/ / dpdq ( vq |vp) sinp cos ¢

5(10 q)

2 a+m
— / dp cos psinp
™ a

) u=sin(a+m)

/ udu en posant u = sinp
T Ju=sina

2 u? [sin(a+m)=—sina

™ 2 sina

—(sin®a — sin® a)

oy

Les vecteurs sont donc orthogonaux.



Exercice 4

a)

Un opérateur est hermitien si At = A.

) 1 i 0 )
At=|—-i 1 0] =4
0 0 1
) 0 —2i 0 )
Bf=[2i 0o o|=28
0 0 0
1 -1 1
Cl=|—-i —i —i|#C
1 1 1

Donc A et B sont hermitiens, mais pas C.

b) X

On voit tout de suite quune des valeurs propres de A est A = 1. Pour trouver les autres valeurs
propres A de A, on résout I’équation det(A — A\I) = 0.

det(/l—)\I) =0 = (1-M)A-N41)=0 = @A-MA(-24+N)=0 = =1, A=0et =2

Pour A = 1 on calcule les vecteurs propres :

1 4 0 x x THiwy=xa z=0 0
Ap=¢ = - 1 0 yl =1y = —irt+ty=y = y=20 = wvy=2z]|0
0 01 z z z=z z indéterminé 1
Méme chose pour A =0 :
X 1 ¢ 0 T z+iy =20 T = —1y —1
Ap=0 = - 1 0 y| =0 = —x+y=0 = z=0 = w=y| 1
0 01 z z = y indéterminé
Et pour A=2:
1 ¢ 0 T T T4y =2z =1y 1
Ap=2¢ = - 1 0 yl=2ly| = {—iz+y=2y = z=0 = =yl
0 01 z z z =2z y indéterminé 0

Puisqu’en général, on demande des vecteurs normalisés, on choisira les vecteurs propres ainsi :

1
V) = —=

V2

o
<
S

—_
=
o

v =

O = .

Faisons la méme chose pour la matrice B. On voit qu’'une des valeurs propres est A = 0, les autres
sont :

det(B—X)=0 = (=N(-N?=4)=0 = AX=0,A=2et A\=-2



On calcules les vecteurs propres. Pour A =0 :

0 —2i 0 x 9y — 0 x=0 0
Bo=0 = (20 0 o]l|y|=0 = {my—_o = y=0 = vw=|0
0 0 0 z - 2 indéterminé 1
Pour A=2:
R 0 -2 0 T T —21y = 2x T = —1y 1 —1
Bp=2¢ = 22 0 0 y|l=2y| = 2ix =2y = z=0 = v=—1|1
0 0 O z z 0=2z y indéterminé 2 0
Et pour A = -2
0 —2¢ 0 x x —2iy = —2x T =1y 1 (¢
Bp=-2¢ = 22 0 0 yl=-2(y]| = 2ix = =2y = z=0 = v_9=—111
0 0 0 z z 0=-2z y indéterminé V2 0

Exactement de la méme facon, on trouve que les valeurs propres de C sont \ = 0, \=tet A =2, et
les vecteurs propres associés sont

0 1 1
1 1 1
v =——= 11 vi=—=1\|20+1 vy=—10

V2 1 VI V2 1

Il est intéressant de remarquer que les matrices A et B ont les mémes vecteurs propres. Cela signifie
donc que A et B commutent = [A, B] = 0.

Remarquez également que A et B ont forcément des valeurs propres réelles, contrairement C’, car
ils sont hermitiens.

c)

Puisque A est hermitien, A = Af. Alors,

(W[AY) = (ATylp) = (W|ay) = (" P|¢)
= a(p) = a* (W)
= 0=«*
= acR

Montrons maintenant que des vecteurs propres associés & des valeurs propres différentes seront or-
thogonaux si 'opérateur est hermitien. Soit A[Y) = a|¢) et A|¢) = [|¢) avec bien sir A hermitien.
Alors,

(Y| Ag) = (Ap|g) Bld) = aft|g)
B —a){¥|p) =0
Plg) =0 car a#p

=
=
=
= Les vecteurs sont orthogonaux



Exercice 5

a)

Pour commencer le calcul, il faut d’abord écrire p = —ih%. Pour faciliter le calcul du commutateur,
appliquons-le & une fonction quelconque f(z) :

[2,p]f(x) = (&p—pi)f(z)
= x(-ih;xf(:c)) +z‘h§$(wf(w))
- _”haax f(x) +ihf(z) + ma{if ()
= ihf(x).

Ainsi,[#, p] = ih.

=

F@)Alex) = (F@)h— pF(@)g(a)
= @)~ ing@) + i (F@)g()

= J@)ih - g(w) + ihg(z) 5 1) + i ()5 g(o)

0
0
= ihg(z)5_f(2)
Ainsi, [z, p] = ih 2 f ().
c)
[;ﬁn7]§] = j[inilvﬁ]'i_[i’?ﬁ]i‘nil

= & (2[2" %, p] + [#,p)2"2) + iha"
= #2@"72, p) + 2iha" !

22 (222, p) + &, pl2"3) + 2iha" !
312773, p] 4 3iha"™ !

I
2>

"1 [&, ] + (n — 1)ihg"

|
8

Exercice 6
Premiérement, on sait que 04 = (A — (A))2. Alors,
0% = (A= (A4)" = (Y(A — (4))*) = (A~ (A)y[(A — (4))¥)

O on utilise le fait qu'un observable est un opérateur hermitien. On procéde de méme pour 0?3.
Posons maintenant 04 = (f|f) et 0% = (g|g). Alors,

oa0p = (f1){glg) > [(fl9)I?

6



en la derniére égalité n’est rien d’autre que I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Calculons maintenant (f|g)

(flg) =

et de la méme fagon (g|f) =

Maintenant, puisque

|z

on a

[(flo)l* =

’2:Re(z)+lm(z):( 5 i

(A= (A)D[(B = (B)y)

(V1A = (A)(B = (B)lY)

(VI(AB — A(B) — (A)B + (A)(B))[¢)

(Y[AB) — (Y[A(B)[¢]) = (WI(A) Bli) + (Y[(A)(B)[¢)
(AB) — (A)(B) — (A)(B) + (A)(B)

(AB) — (A)(B)

(BA) — (A)(B).

Ainsi,

{4, B}) —2<A><B>>2jL <<[A,B]>)2



