Ecole polytechnique de Bruxelles PHYSH301

Mécanique Quantique 1 — CORRIGE

Séance d’exercices 4 : oscillateur harmonique, opérateurs d’echelle et
champ électromagnétique quantifié.

Exercice 1
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et donc N , lui, est hermitien.
Calculons le commutateur de @ et af en se souvenant que [2,p] = ih = i, car on est dans les unités
naturelles (h=m=w=1) :

a0l = [=(@+ip), —(G—i
[a,a'] \f(er)’ﬁ( p)]

A partir de 1a on peut maintenant calculer [N, a] et [N, af]

7o fa N,a'] = [afa,al]
N,a] = [ala,a
o = £“L*[A aL[dT ala = alla,a’] +[a',a"]a
: ’ = af(1) =
— 4f(0) - [a,aa - &T(l) 0
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b)
On se souvient que 'hamiltonien de l'oscillateur harmonique a la forme
P R
2m 2 2

ot le membre de droite est simplement ’hamiltonien réécrit dans les unités naturelles. Voyons deux
méthodes pour écrire cet hamiltonien en fonctions des opérateurs introduit précédemment.



Méthode 1 :
En se servant des équations de @ et a en fonction de & et p, on peut réécrire les équation pour cette
fois mettre en évidence la dépendance de & et p en fonction de a et af. On obtient alors

- g oS B
T = a'+a = a'—a
2( ) P ﬂ( )
Ainsi, I’hamiltonien devient
~2 ~2
A P+
H =
2
1/ 1 1
1
- Z(—(aTaT—eﬁa—aéﬁ+aa)+a*af+dm+aauaa)
1
- 5(@*%&&*)
Llata v aat — ata + ata
= i(aa—l—aa —aa+aa>
1
- 5([a aT]+2aTa)
_ 1 1+2N)
2
1 R
= Z4+N
5+

Méthode 2 :
Calculons le produit (z — ip)(z + ip) :

(# — ip) (2 + ip) = 22 + idp — ipd + p*
ou il ne faut pas oublier que Z et p ne commutent pas, ce qui fait qu’on ne peut pas écrire ce produit

en utilisant I'identité bien connue (a + b)(a — b) = a® — b?.
Alors, on peut maintenant écrire

#24p% = (& —ip) (& +ip) — idp+ ipd = 2(\}5(95@13)) (\2

ou encore une fois [#, p| = i, car on est dans les unités naturelles.
Maintenant, I'exercice est presque fini et on trouve :

(@Hp)) —i[#,p] = 2ata —i(i) = 2N + 1
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c)
Par hypothése, on a R
NIX) = A\ et AAN) =1

On peut alors déduire que X
(AIN|A) = AAA) = A

D’autre part, puisque N = ata, on peut écrire

(Alatalr) = A



Remarquons maintenant que si on pose |¢) = a|)), alors forcément, (¢ = (Aaf. Ainsi,

(Aatalr) = ([) = [l
Donc A = ||||2. Mais comme une norme est toujours positive ou égale & 0, notre valeur propre \ est

également pus grande ou égale a 0.

d)
Si a|A) et af|\) sont des états propres de N, alors on doit trouver

Nal\) = pal) et Nat|x) = nal|A)
Calculons donc pour voir ce qu’on obtient :
Na]y) = (Na+aN—aN)|A> Naf|yy = N&T+aTN—aTN)\A>
- ([N,a} +&N)|A> -
= (—a+an)y) -
= aN|\) —al\) = AN +af|\)
= aA\) —al\) atAIN) +af|\)
= (A—1al\) = (A+1al|n)

[NV, a + aTN) )

/N -7 NN

at +aTN)\A)

Ainsi, al)) et af|)\) sont bien des vecteurs propres avec pour valeurs propres respectives (A — 1) et
(A+1).

g)i on applique N a aln), on obtient
Naln) = (n — 1)a|n)
D’autre part, puisque N\A} = \|A), on a que
Nin—1) = (n—1)|n—1)

Ainsi, on obtient deux vecteurs propres avec les mémes valeurs propres. Cela implique donc que ces
deux vecteurs sont proportionnels :

aln) = pln — 1) peC
Définissons |¢) = a|n) et calculons la norme de [¢)) :
(W) = (nlafaln) = (n|Nln) = (n|nln) = n
Mais si on utilise le fait que a|n) = u|n — 1), alors la norme s’écrit :
(Wlp) = (n =1 uln = 1) = (n = 1|pPln - 1) = |uf?
Alors, |p|? = n < p = €'®\/n. Par simplicité, on choisit p = \/n. Par conséquent,

aln) = Vo — 1)



Exactement de la méme facon, si on applique N a &T]n>, on obtient
Nalfln) = (n+ 1)a'|n)
D’autre part, puisque N\)\> = \|A), on a que
Nin+1) = (n+1)|n+1)

Ainsi, on obtient deux vecteurs propres avec les mémes valeurs propres. Cela implique donc que ces
deux vecteurs sont proportionnels :

alln) =nln +1) neC
Définissons |¢) = af|n) et calculons la norme de |1)) :
(W) = (n|aa'|n) = (nfaa’ +a'a — a'aln) = (n|a,a’] + Nin) = (n|1+ Nin) = (n|(1+n)|n) = 1+n
Mais si on utilise le fait que af|n) = n|n + 1), alors la norme s’écrit :
(W) = (n+1n*nln +1) = (n+ 1nlln + 1) = [y
Alors, [n|> =n 41 < n = e®y/n + 1. Par simplicité, on choisit 7 = v/n + 1. Par conséquent,
afln) = vn+1|n +1)

f)
On sait maintenant que Na|A) = (A — 1)a|A) et on se souvient que @|A) = | —1). On peut alors voir
que a™|\) est aussi vecteur propre de N avec pour valeur propre A — n. En effet,

NalA) = (A=1)alA)

Na2|\) Naa[\) = Najd— 1) = (A —1—1DajA — 1) = (A — 2)a2|A)
Na'l) = Na%alx) = Na’A—1) = (A= 1-2)aA— 1) = (A = 3)a|\)

Na™ Ay = (A—n)a"|\)

Maintenant, supposons que A soit un entier, il y aura alors un certain n pour lequel A = n. On aura
alors, & ce moment 1a

QA = a"n) = a" n—1) = a" 2n—2) = .. =0) et  a""|A) = a"|n) = aa"n) = a|0) = 0

et tous les états suivants, seront nuls. Maintenant, supposons que A ne soit pas entier. Prenons, sans
perdre de généralité, que A=n+ e ot € € R et € < 1. Alors,

AN =d"n+e)=a""n+e—1)=a"n+e—2) =.. =l
A"t = a" T n +€) = aa"n + €) = ale) = e — 1)
Revenons maintenant & "opérateur N. On peut appliquer ce dernier sur le vecteur propre a"t|\) :
Na" A = Na" M n4 €)= (n+e— (n+1))a" M n+e) = (e — 1)a" L n+ €) = (e — 1)a" N

ce qui signifie que la valeur propre de a"T!|\) est € — 1. Seulement, puisque € < 1, la valeur propre
est négative, ce qui entre en contradiction avec le fait, prouvé précédemment, que les valeurs propres



sont toutes plus grandes ou égales 4 0. Ainsi, A € N. On peut alors en déduire la quantification de
Iénergie. En effet, on a trouvé en b) que H = (N + 1/2) et donc

H|)\) = <J\7+%)\)\> = (A+%)]/\>

Ainsi, les valeurs propres de I’hamiltonien, c¢’est-a-dire les différentes énergies possible sont quantifiées.

8)
On définit la base |n) par
1 0 0
0 1 0
0y=1]0 1)=10 2) = | 1 ete.
0 0 0
Comme N|n) = n|n), on a
1 0 0
0 1 0
N0y=0]0 Nj1)=1]0 Ni2)=2]1 ete.
0 0 0
et on en déduit donc que
0 0 0O
01 00
N-loo 20
00 0 3

De facon plus simple, on peut dire que les éléments de la matrice N sont Nij =6;(j — 1).
Pour ce qui est de l'opérateur a, on sait que a|l) = v/1|0), a|2) = v/2|1), a|3) = v/3|2), etc. On en
déduit donc

vVi 0 0

V2 0
0 V3

joN
Il

o O O

0
0

Si jamais ce n’est pas tout de suite évident pour vous que la matrice peut s’écrire ainsi, alors apprenez
simplement que pour tout opérateur 6 qu’on veut écrire sous forme de matrice, I’élément 0;; de la
matrice sera donné par R

0ij = (il0]7)
Pour ce qui est de I'opérateur a', on sait que a'|0) = /1]1), a'|1) = v/2]2), a'|2) = v/3|3), etc. On en

déduit donc
0 O

0 0
V2 0
0 V3 0

0 0
Vi o0
af = 0
0



De facon plus simple, puisque a' est simplement Popérateur transposé, conjugué de @, il suffit de
prendre la transposée, conJuguee de la matrice qui représente a.
Finalement, puisque H=N + ,on a

0000 1/2 0 0 0 1/2 0 0 0
0100 0 1/2 0 0 0 3/2 0 0
H=N+-1=]0 0 20 +1 0 0 1/2 0 -1 O 0 5/2 0
0 00 3 0 0 0 1/2 0 0 0 7/2

Exercice 2

a)

‘ 2
Pour montrer que |a) = e 5 ey |0), vérifions que ce vecteur est bien un vecteur propre de a avec
comme valeur proprec. Pour cela, on développe la deuxiéme exponentielle en série :

k!
k=0
On peut alors réécrire notre état comme
00 N ~1)2
aal —la ada
|0 —e (1+ i 2,) + )|0>
k=0
Mais on sait que
a'loy = |1)

@h?%o) = a'l) =v2j2)
@’y = alvz2) = v|3)

Ainsi,

k!
k=0
_lal? ~1\2
_ 8 (1+adT+(a;) +...)|0>
~lal? a?v212)  a?v/3!3)
= 73 (1+aﬁ]1)+ Tt +)
—|al? a?2)  a33)
= e 2 (1+aﬁ|1>+ﬁ+ﬁ+...)
a2 X2 k



On peut applique @ & ce résultat :

dla) = ae 2y k)

o o= aF
= e 2 Z ?alkﬁ
k=0
a2 i oF Vi
= e 2 —Vk|lk—1)
k=0 V!
—Jaf? ok
i) S R
oV (k=1)!
“lo? o~ o 41 ,
= e 2 |7) en posant j =k —1
j_zl 7
= ala)
ol on a commencé la somme a 0, car le terme avec j = —1 est nul. Ainsi, puisque |a) est bien un

vecteur propre de @, notre définition est valable.

b)
La valeur moyenne de N dans les états |a) est définie comme

~

(N) = (alN]a)
= (ala'dla)
(ala'||ala)

= (aa”|ale)



