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Mécanique Quantique 1 — CORRIGE

Séance d’exercices 8 : moment cinétique et spin 1/2

Exercice 1

On se rappelle que les relations de commutations des moments cinétiques sont les suivantes :

Ly, Ly] = ihL, Ly, L] =ihL, (L., L] =ihL,
Calculons maintenant le produit vectoriel de L avec lui-méme :
i k| ) ) ) ) )
LxL=|L, L, L.|=tLy, L.]—j[Lg, L.] +k[Ls, L] = iihL, — j(—ihLy) + kihL, = ihL
L, L, L,

Exercice 2

Pour calculer le commutateur [S2,.S;], pour i = x, 9, 2, on se souvient que S% = S2 + Sg + 52, De
plus, puisque le spin est un moment cinétique, on peut utiliser les commutateurs calculés a la section
précédente. Commencons par calculer [S?, S,] :

[S%,8.] = [Si+S;+52,5,]
(52, Se] + [S5, Sa] + [S2, Sa]
= Su[Sa, Sz] + [Say Sz]Sz + Sy[Sy, Sz + [Sy, Sz]Sy + S2[Sz, Sz] + [z, Su]S:
= 040+ Sy(—ihS,) + (—ihS,)S, + S.(1hSy) + (ihSy)S.
=0

Par symétrie, on trouve également que [S%,S,] = 0 et [S%,5,] = 0. Cela signifie donc que S?
commute avec chacune des composante de S et donc avec S lui-méme.

Exercice 3

a)
De fagon générale, voici comment les moments cinétiques S? et S, agissent sur un état |1/2,m)
(avec m=1/2 ou -1/2) :
3
52|1/2,m>21h2|1/2,m> S.|1/2,m) = hm|1/2,m)

La représentation matricielle de S? est
@ _ ((W21281/2,1/2)  (1/2,1/28%1/2,-1/2)

(1/2,1/2|20%1/2,1/2)  (1/2,1/2|2h%1/2,-1/2)
<<1/2,—1/2\§h211/2,1/2> (1/2,—1/2y§h2\1/2,—1/2>>

3.,(1 0
_4h<01>



et celle de S, est
g, — < (1/2,1/2]57|1/2,1/2) (1/2,1/2|Sz|1/2,—-1/2) >
707 \(1/2,-1/2I84(1/2,1/2)  (1/2,-1/2|Sz|1/2,-1/2)

_ (1/2,1/2|5]1/2,1/2)  (1/2,1/2| - §|1/2,-1/2)
- <<1/2,—1/2|§|1/2,1/2> <1/2,—1/2|—g\1/2,—1/2>>

_ b0
—o2\0 -1

Une autre fagon de trouver la représentation matricielle de ces deux matrices est la suivante. On pose

S? = <CCL Z) et on 'applique aux états [1/2,1/2) = <(1)> et [1/2,-1/2) = <(1)> :

3 a b 1 3 1 a 3 1 3
2 _ Y32 _ 232 _ 232 _ 232 _
S%|1/2,1]12) = 4h 11/2,112) < <C d> <O> = 4h <0> & <c> = 477: (0> & a= 4h etc=0

v~ o ;) (0)-3()

et de méme pour S,.

b)

On sait que Si|1/2,m) = hy/(1/2 Fm)(1/2 £ m + 1)|1/2,m £ 1) et donc la reprsentation matri-
cielle de Sy est

o (/212801202 (1/2,1/218,01/2,-1/2)
t <<1/2,—1/2\s+u/2,1/2> <1/2,—1/2\s+\1/2,—1/2>>

(1/2,1/2|011/2,1/2)  (1/2,1/2|h/1/2,1/2)
(<1/2,—1/2|oy1/2,1/2> <1/2,—1/2yh|1/2,1/2>>

-0

o ((/21/25-1/2.1/2)  (1/2,1/2]S-[1/2,-1/2)
-~ (<1/2,_1/2\s_\1/2,1/2> <1/2,_1/2\s_\1/2,_1/2>>

(1/2,1/2|1/2,—-1/2)  (1/2,1/2/0]1/2, —1/2)
(<1/2,—1/2|h\1/2,—1/2> <1/2,—1/2|0|1/2,—1/2>>

-1 0)

Afin de trouver la représentation matricielle de S, il suffit de connaitre les représentions matricielles
de S;, Sy et S.. La derniére est déja connue, quant aux deux autres, il suffit d’utiliser le fait que

S_S++S__§o1 S_S+—S__§0—z'
rT 92 T a2\1 0 Y9 2\ 0

h(0 1\~ h(0 —i\~ h(1 O\, h, - ~ -
S—2<1 O)H_Q(i 0>]+2<0 _1>k—2(0m1+0y3+0zk)

ou les o; sont les matrices de Pauli.

Ainsi,



Exercice 4

a)
Pour ce qui est de S?, puisque la matrice qui le représente est proportionnelle 4 la matrice identité,

1 0
ses vecteurs propres sont | 1) = <O) et | J) = ( 1)
Cherchons maintenant les vecteurs propres de S,. Pour cela, on doit d’abord trouver la matrice

qui le représente. Soit & = sin 6 cos ¢ + sin @ sin ¢J + cos 9k un vecteur untité d’orientation arbitraire,
alors

Sy = 4-S
= gsinecosqbaz—kgsinesinqbay—kgcoseaz
_h cos 0 sin @ cos ¢ — 4 sin 0 sin ¢
2 \sinfcos¢ + isinfsin g —cosf
~ h ([ cosf sin fe~ i
~ 2 \sinfe’® —cosb

Pour trouver les valeurs propres de Sy, on résout I’équation det(S, — AI) = 0. On trouve alors
Ay = :I:%.

Pour trouver les vecteurs propres associés v4 on résout le systéme matriciel S,v+ = Arv4. Pour
la valeur propre positive, on obtient :

E cosf  sinfe \ [a B ﬁ a) . (a cos § + bsin fe _[a (1)
2 \sinfe® —cosf b)  2\b asinfe® —bcosh |~ \b
acosf + bsinfe " = g 2)
asinfe® —bcosh = b
_ e*id’
N a=0b%4(1+cosh) (3)
b quelconque
e*"d’
= |+ :b(meuj‘cose)) (4)

Notons que ceci est vrai seulement si sinf # 0. Si sinf = 0 et 0 = 2kw, a est quelconque et b = 0. Si

toutefois, sinf = 0 et § = (2k + 1)7, b est quelconque et a = 0. Pour tenir compte de ces contraintes
on peut choisir le vecteur propre unitaire suivant :

| D = (Sl‘;lc’(z%?d)) = cos(0/2)| 1) + sin(6/2)e™®| 1)

En effet,

o= (S0 oo 2o () < (1 B L) e (0.

ou encore, si on normalise le vecteur :

R iy

L’avantage d’écrire le vecteur propre sous cette forme permet de tenir compte du cas ou sinf = 0.



En suivant exactement la méme méthode pour ’autre valeur propre, on trouve le deuxiéme vecteur
propre :

= sin(6/2) .+ | =sin — cos e'®
= (o) o) =m0/ 1) = cos(6/2)e 1)

Puisque ces vecteurs propres sont des combinaisons linéaires des vecteurs propres de S2, ce sont
bien des vecteurs prorpes communs aux deux matrices.

b)

Puisque | 1), = cos(6/2)| 1) +sin(6/2)e’®| |) est écrit en fonction des vecteurs propres de S, si on
mesure S, sur 1'état | 1), on obtient /2 avec une probabilité cos?(6/2) et —h/2 avec une probabilité
;2
sin®(6/2).

Si on mesure maintenant S, il est plus simple d’écrire le vecteur en fonction des vecteurs
Ty u

propres de S,.. Pour cela, on diagonalise donc la matrice correspondant a .S, et on trouve les vecteurs

propres suivants :

\)—Ll lrrr'ﬁ t \>—L1 lrrr'—ﬁ
X+—\/§ 1 valeur propre : o e X__ﬁ 1 valeur propre : — 5

Ainsi, | 1)y = \%(sin(@ﬂ) + cos(0/2)e)|x+) + %(sin(9/2) — cos(6/2)e)|x—) et donc on
obtiendra //2 avec une probabilité ]%(sin(62/2) + cos(0/2)e’?) |2 = 1(1 + sinfcos ¢) et —h/2 avec
une probabilité ‘% (sin(6/2) + COS<9/2)€i¢)‘ = 1(1 —sinf cos ¢).

Finalement, si on mesure S, d’abord, puis S;, voyons les résultats qu’on obtient :

Si S, nous donne h/2 (probabilité cos?(6/2)) on se retrouve dans 'état | 1) = %(]x@ + |x-))-
Alors, S; nous donnera i/2 et —h/2 avec un probabilité 1/2.

Si S, nous donne —h/2 (probabilité sin?(#/2)) on se retrouve dans I'état | |) = %(|X+> — Ix=)).
Alors, S, nous donnera i/2 et —h/2 avec un probabilité 1/2.

Au final, pour connaitre la probabilité totale d’une mesure, il faut multiplier les probabilités. Par
exemple, la probabilité d’avoir /2 aussi bien pour S, que pour S, sera %COS2(9/2).

Exercice 5

a)

0
h h 1 0
szS-Bzyg(Jx oy az)- 0 :72B<O _1>
B

Les valeurs propres de ’hamiltonien sont i“ﬂ; " et ses vecteurs propres sont les états | 1) et | 1)

(les mémes vecteurs propres que S,).

b)
L’état | 1), est I’état propre trouvé a 'exercice précédent et on se souvient que

| 1hu = cos(8/2)] 1) + sin(6/2)e| )



De plus, on se souvient que de fagon générale, un état propre de I’hamiltonien évolue de la fagon
suivante :

[ (1)) = e~ (0))

ou A est la valeur propre associée.
Ainsi, I’état | 1), évolue comme

[ () = cos(8/2)e™ 57BN )-4sin(9/2)e e 3150 1) = e 1515 (cos(0/2)| 1)-+sin(6/2)e 7| 1))
On peut ignorer la phase globale et simplement dire que I’état évolue comme

[+ (8)u = cos(0/2)] 1) +sin(0/2)e’*e7 ™| 1)



